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Uvod

Tato prace se zabyva obecnymi relacemi neurcitosti a jejich konkrétni
podobou pro operatory souradnice a hybnosti.

Zacatek prace se zaméfuje na prvotni Heisenbergovu formulaci principu
neurcitosti a jeho dal$i Gvahy na toto téma. Déle je uvedeno odvozeni Schwarzovy
nerovnosti, kterd je vzapéti vyuzita v diikazu obecné relace neurcitosti pro libovolné
dva hermitovské operatory. V kapitole 4 je pak zminén jiny matematicky piistup k
odvozeni relaci neurcitosti a nasledn¢ se dosazenim do obecnych relaci neurcitosti
ptesouvame zpét k Heisenbergové relaci.

Od teéchto zékladnich myslenek se pak dostavame k odvozeni dvou silnéjsich
relaci neurcCitosti pro operdtory soufadnice a hybnosti a vyuziti téchto relaci v
konkrétnich ptikladech — volné Castice ve stavu popsaném Gaussovskym vinovym
balikem a castice v potencidlu linearniho harmonického oscilatoru taktéz ve stavu
Gaussovského vinového klubka.

Praktické dusledky relaci neurcitosti jsou objasnény v devaté kapitole a na
zaveér jsou uvedeny nékterd odvozeni a myslenky, které vedly k principu neurcitosti,

jak jej zndme dnes.



1. Heisenbergovo odvozeni relaci neurcitosti

Jiz roku 1927 Heisenberg napsal ¢lanek [1] tykajici se principu neurcitosti

v kvantové mechanice. V této praci vychazel z tehdy jiz zndmé komutacni relace:

h
—gp=—o 1.1
Pg=—ap=7_— (1.1)

a objasiiuje v ni tedy hlavné sviij pohled na definici impulzu p (pfipadné rychlosti) a
polohy ¢g v kvantové mechanice (% je Planckova konstanta).

Heisenberg v [1] tvrdi, Ze je nutné zamyslet se nad tim, jestli nemusi byt
definice polohy v kvantové mechanice jina, nez v klasické fyzice:
»Pojem ,,pozice kvantového objektu* 1ze definovat pouze tehdy, umime-li ji zméfit -
jinak je takovy pojem beze smyslu. Jak piesné jsme tedy schopni experimentalné
urcit pozici elektronu? Zalezi hlavné na velikosti vinové délky svétla, kterym se na
n¢j divame. Teoreticky je mozné postavit detektor gama zafeni, kterym miizeme
zjistit polohu s libovolnou piesnosti (pouziva libovolné malou vlnovou délkou
svétla). Pak je ale nutné pocitat s Comptonovym jevem a jakékoli pozorovani
odrazeného svétla ptfichazejiciho od elektronu zahrnuje fotoelektricky jev. Da se to
brat i tak, ze kvantum svétla se od elektronu odrazi, ¢i se na ném rozptyli, a skokove
zméni hybnost elektronu. Svétlo pak jest¢ bude odchyleno prichodem cockou
mikroskopu a pak konecné¢ tifidéné pomoci fotoelektrického jevu. Ale pii takovém
urovani polohy se nespojité zméni velikost impulzu elektronu. Cim mensi bude
pouzitd vinova délka, tim vyrazn€j$i bude zména impulzu. Tedy ¢im presnéji zndme
polohu, tim méné muizeme fict o hybnosti ¢astice a obracené. A proto, bude-li
zméiena presnd poloha elektronu, hybnost mizeme urcit maximalné s presnosti
odpovidajici velikosti zmény impulzu. Toto pfimo a intuitivné potvrzuje vztah (1.1).

Necht’ g, je ptesnost, do které jsme schopni urcit polohu ¢ (¢, je ptiblizné
pramérnd hodnota chyby ¢), nebo zde vinova délka svétla a necht’ p, je presnost,
s jakou mizeme urcit hybnost p, nebo v tomto pfipad¢ nespojitd zména impulzu
béhem Comptonova jevu. Dle zakladni rovnice pro Comptontv jev je vztah mezi p; a
qr-

piqi=h , (1.2)

Vztah (1.2) ma pfimou matematickou souvislost s komuta¢ni relaci (1.1) jak je

ukazano nize.*



Heisenberg také dosSel k zavéru, Ze tento problém s presnosti méteni pretrva,
1 kdyZ se budeme snazit zjistit polohu elektronu jinymi zptisoby (vice viz [1]).

V praktickém méteni pak ale dle Heisenberga narazime i na jiné problémy -
napiiklad kdyZ chceme zjistit drahu elektronu. Jiz v dobé, kdy psal ¢lanek [1], véd¢l,
Z7e elektron ma (dle jistych pokust zmin&nych v [1]) velikost maximalng 10" m.
Zjistime, Ze nelze zkoumat jeho drahu, pokud je vdzany v atomu. Jako piiklad uvadi
nesmyslnost vyrazu ,,orbital 1-S u vodikového atomu* Casto pouzivaného ve smyslu
drahy elektronu, protoze pii ozéafeni svétlem o vlnové délce mensi nez 10° m dojde
k uvolnéni elektronu z atomového obalu a presnéji tedy jeho polohu v atomu
nezjistime. Z tohoto pohledu tedy zminény vyraz skute¢né nedava smysl.

Z jeho zavért plyne, Ze pokud pro popis kvantového systému budeme chtit
pouzit klasické veli¢iny, které jsou kanonicky provazané (jako polohu, rychlost,
hybnost), a klasické vztahy mezi nimi, ukaze se, ze experimenty vedouci k zjisténi
konkrétnich hodnot téchto veli¢in pro dany kvantovy systém zpusobi jistou
neurcitost jen samotnym meéfenim. Jde pfedev§im o definici pojmi ,,poloha®, ¢i
,rychlost® elektronu. Jakkoli je v kvantové mechanice chceme definovat, nevyhneme
se neurcitosti plynouci z rovnice (1.2). Heisenberg v [1] pfirovnal tento proces ke
snaze definovat sou¢asnost v teorii relativity. Rekneme-li, 7e se signal it
nekonecnou rychlosti a v souladu s tim definujeme soucasnost, je ziejmé, Ze teorie
relativity neplati. Podobn¢ neplati kvantovd mechanika, pouZzijeme-li definici polohy
a hybnosti, diky niz bychom je mohli urcit pfesnéji, nez plyne z relace neurcitosti
(1.2).

Dale Heisenberg upozortiuje na to, ze méteni také ovliviiuje systém a Ze draha
elektronu, kterd se naméfi, by vlastné byla uplné jina, kdybychom ji neméfili.

Heisenbergiiv vypocet potvrzujici relaci (1.2) (viz [1]):

»Relaci (1.2) 1ze odvodit z Dirac-Jordanovy formulace pomoci malého zobecnéni.
Pokud pro jistou hodnotu # libovolného parametru miizeme urcit polohu ¢ elektronu
v q' s presnosti q;, pak 1ze tento fakt vyjadfit pomoci amplitudy pravdépodobnosti
S(m, q), ktera bude znateln¢ rizna od nuly pouze v oblasti o pfiblizné velikosti ¢,
kolem ¢'. Konkrétnéji mizeme tedy fict:

—(q—¢")

tzn. SSTwce 7 (1.3)

—(g—=q') 2xi .
Py 5 Pla—a’)

S(n,q)xe

(Pozn.: SS* je pravdépodobnost s jakou se elektron nachazi v poloze g).



A tak budeme mit pro amplitudu pravdépodobnosti odpovidajici hybnosti p:
S(n.p)=[S(n.q9)S(q.p)dg . (1.4)

Ve shod¢ s Jordanem mtizeme fict, ze pro S(g, p) plati:

2nipq

S(q,p)=e " . (1.5)
V tom piipad¢, podle vztahu (1.4), bude S(, p) znatelné rtizna od nuly pouze
pro hodnoty p, pro néz 2z(p-p')q, /h neni vyrazné vétsi nez 1. Specidlné€ v pripadé
(1.3) dostaneme:

2mi(p—p'g (g—q")

S(n,p)ocfe ’ 241 dqg (1.6)
to jest:
S(n,p)oce_(izu;’” v e SS*oce% (17
kde

pPiq,= (1.8)

2n
Tudiz ptedpoklad (1.3) pro S(y, g) odpovida experimentdlnimu faktu, ze byly

naméfeny hodnota hybnosti p’ a hodnota polohy ¢’ (s omezenim piesnosti (1.8)).*

V [1] se také Heisenberg zmysli nad jinymi experimenty, ze kterych plyne

relace neurcitosti pro energii £ a ¢as ¢

Et,=h , (1.9)
¢i moment hybnosti J a uhel w

Jow,=h (1.10)
jednoznac¢né souvisejici s relacemi £t —tE :Zim' a Jw—wJ= % .

Po ptecteni Heisenbergova ¢lanku Bohr upozornil na to, Ze pfi experimentu
s ozafovanim elektronu fotony neni dilezitd zména impulzu, jako spi§ fakt, Ze tuto
zménu nelze pii tom samém experimentu urcit (viz dodatek k [1]). Podle Bohra tedy
nelze presné méfit polohu a hybnost elektronu soucasné. Tento fakt pfijal 1
Heisenberg a v dalSich svych publikacich ho jiz zahrnuje do svého vykladu

fungovani principu neurcitosti.



Je také nutné upozornit, ze Heisenberg v [1] nedefinoval pfesné€, co je to
neurcitost p; nebo ¢;, ani nepodal matematicky korektni diikkaz platnosti rovnice
(1.2), ackoli jeho argumenty se zdaly logické. Jeho ¢lanek vSak vzbudil velkou
pozornost odborné vefejnosti a jiz par mésict po jeho vydani matematicky spravné
odvodil (pro libovolné cisté stavy) Kennard [2] asi nejzndméjsi formu relace

neurcitosti (v literatute obvykle nazyvanou ,,Heisenbergova“ relace neurcitosti):
h2
o, 0x>Z , (1.9)
kde o,=((Ax))=((x—(x)))=(x*)—(x)* je stiedni kvadraticka odchylka polohy
(zde znacené X, zatimco v Heisenbergové ¢lanku q),

o,=(Ap)=((p—={(p)))=(p*)—(p)" je stiedni kvadraticka odchylka hybnosti

a h= % je redukovand Planckova konstanta.



2. Schwarzova nerovnost a jeji dikaz

K jednoduchému odvozeni relaci neurcitosti je dobré vyuzit Schwarzovy
nerovnosti. Jeji pouziti se objevuje jiz v prvnich matematicky korektnich odvozenich
relaci neurcitosti (viz Kennard [2] (1927), ¢i Weyl [3] (1928)). Jak napovida nazev

kapitoly, zde bude uveden diikaz Schwarzovy nerovnosti, a to dle Skaly [4].

M¢éjme vektory u a v. Schwarzovou nerovnosti pak rozumime:

(w,u)(v,v)2|(u. V)], (2.1)

kde (u, v) oznacuje skalarni soucin.

Diikaz:
Vektor v rozloZime na ¢ast rovnobéZnou s u a na ¢ast ortogonalni k . Vektor

v pak bude dan souctem téchto casti:

vzu(u’v)+ v—u—(u’v> (2.2)
(u,u) (u,u)
Protoze jsou tyto dvé ¢asti viici sob¢ ortogonalni, bude platit:
e, ) (,v) (, )
V)= +{v— V= 23
) = Y T ) ) @3

Druhy ¢len na pravé strané rovnice je jako skalarni soucin vzdy vétsi nebo roven

nule:

>0 (2.4)

, (2.5)

coz je pfimo Schwarzova nerovnost (2.1).

Rovnitko nastane ve Schwarzové nerovnosti pouze v ptipadé, kdy

N U780 B : (2.6)
(ur, u)
tedy jsou-li vektory u a v spolu rovnobézné
v:u(u’v) 2.7)
(ur, u)



3. Odvozeni relaci neurcitosti ze Schwarzovy nerovnosti

V této kapitole je predstaveno jednoduché odvozeni relaci neurcitosti pro
hermitovské operatory tak, jak je uvedeno v [4].

Obecny stav y kvantového systému miliZzeme zapsat pomoci linearni

kombinace vlastnich stavii n&jaké pozorovatelné (napt. 4 ):

=2 ¢\, (3.1)

kde ¢, jsou komplexni koeficienty a y, jsou vlastni stavy operatoru 4 (tzn.
Avy,=a, v, , kde a, jsou vlastni &isla 4 a funkce w, jsou vzajemnd

ortogonalni (|, )=39,,, ).

Takovy obecny vztah musi spliiovat normovaci podminku:

(Ylyp)=1 (3.2)

Sttedni hodnota veli¢iny 4 ve stavu y je ddna vztahem:

(A)=(pldlp)=2le(wldlw)=le.fa, ,  (3.3)

n

cl’l CVI

|* je

kde (y,|4|w,)=a, je stiedni hodnota 4 ve vlastnim stavu w, a |c
pravdépodobnost naméteni hodnoty a, pii méfeni systému ve stavu .
Odchylku od stfedni hodnoty budeme oznacovat:
AA=A4—(4) . (3.4)
Stiedni kvadraticka odchylka je pak definovana jako:
(AA))=((A—(A))")=(A" =2 A (A)+(4))=(4")~(4)" , (3.5)
plati pro ni tedy:
(a4))=2 e[ (a,~(4))>0 (3.6)

a je nulova jen pokud y = y, (neboli 4 ma ve stavu , ostrou hodnotu). V jinych
stavech je tedy vétsi nez nula, tzn. A nema ostrou hodnotu, a lze z toho poznat, Ze
se nejedna o vlastni stav operatoru 4
Pro libovolné dvé pozorovatelné 4 a B bude tedy platit relace
(AAP)(AB))>0 . (3.7)
Ukaze se viak, ze pokud jsou veli¢iny 4 a B provazané, tedy spolu nekomutuji
( [4,B]#0 ), dostaneme ve vztahu (3.6) na pravé strané veli¢inu vét$i nez nula

souvisejici se stfedni hodnotou komutatoru [ A4, B]



Piedpokladejme nyni, Ze pro hermitovské operatory 4 a B plati
komutacni relace:
|A,B]=AB-BA=iC (3.8)
kde i je imaginarni jednotkaa C je také hermitovsky operator.
Stfedni hodnota hermitovského operatoru je vzdy redlné ¢islo. Proto miiZzeme
fict, ze plati:
[AA,AB]=(A—(4))(B—(B))~(B—(B))(Ad—(4))=iC (3.9)

Déle vyuzijeme Schwarzovu nerovnost (2.1), dokazanou vyse, a to ve tvaru:

(ulu) (vlv)=|(ulv)f (3.10)
kde (u|v) je skalarni sou¢in. Za u a v dosadime:
u=AAy, v=ABy (3.11)
z ¢ehoz dostaneme:
(AAYIAAp) (ABYIABY)Z[(AAYIABY)P . (3.12)

Diky tomu, 26 4 i B jsou hermitovské operatory atedyi A4 a AB

jsou hermitovské, mizeme psat:
(WA AP W) WI(ABPp)=(WIAAABY) (3.13)
Sou¢in dvou hermitovskych operatord ( A AAB ) neni obecné hermitovsky, ale
1ze ho rozdélit na hermitovskou a antihermitovskou ¢ést:
AAAE+A3AA+AAAE—A§AAZL(
2 2 2

kde hermitovska ¢ast D=AAAB+ABAA={AA,AB} je vlastné antikomutator

AAANB=

D+iC) ,(3.14)

AA a AB . Antihermitovsky operitor (zde komutator [AA4,AB] ) se stane
hermitovskym po piendsobeni imagindrni jednotkou i.

Nyni dosadime z rovnic (3.14) do pravé strany Schwarzovy nerovnosti (3.13):
%le(mié)w>\2=%(<wlbw>+i<wléw>)*(<wlbw>+i<wléw>) (3.15)
a po rozndsobeni zavorek dostaneme:
Howlb+iC)wP=rlwlC vy +wlbw?l . 316)
Relaci (3.13) lze tedy piepsat do tvaru:
<w|<A21)2w><w|(AB>2w>>§(<w|éw>2+<w|bw>2). (3.17)

Stiedni hodnotu operatoru D obvykle vynechavame, protoze zavisi na tvaru



vlnové funkce a musi se ¢asto pocitat pro kazdy ptipad zvlast.

Dostavame tak relaci neurcitosti ve tvaru:

(RI(A AP ) (wl(A B )2 (wICw)* (.18)
Ve zkraceném tvaru pak:
(AAPY(ABP)Z () (3.19)
nebo také:
<(A2)2>5<<A3)2>5>%l<é>| : (320)

Relace neurcitosti tedy udavaji spodni mez souc¢inu kvadratickych odchylek
dvou nekomutujicich veli¢in (pro komutujici veli€iny je na pravé strané nula). Zalezi
vSak také na vlnové funkci y stavu systému, ve kterém chceme tuto dolni mez urcit.
Pro nékteré vinové funkce mize byt sttedni hodnota (C) nulové, atkoli samotny

operator C nulovy neni.



4. Alternativni odvozeni relaci neurc¢itosti

Relace neurcitosti 1ze odvodit i jinak, nez ptes Schwarzovu nerovnost. Timto
problémem se zabyva jedna z kapitol Skédlovy knihy [4], ze které je brano i
nasledujici odvozeni.

I zde musi platit predpoklad komutaéni relace hermitovskych operdtort 4 a

B
[4,B]=iC , (4.1)
kde i je imaginarni jednotka a C je hermitovsky operator. Stejna komuta&ni relace
musi platit i pro odchylky od stiedni hodnoty AA=A—(4) a AB=B—(B) :
[AA,AB]=iC . (4.2)
Stfedni hodnotu miizeme spocitat jako:
(A)=[y Apdt , (4.3)
kde 1 probiha ptes cely ptislusny prostor.

Déle zavedeme integral:

Io)=[[aAd—inB)yfdt=0 , (4.4)
kde a je jakékoli redlné ¢islo, integrujeme pies prislusny prostor a o integralu vime,
ze je vétsi nebo roven nule. Integral miizeme dale upravit:

Ha)=[y (aAA—iAB)aAA—iAB)pdT . (4.5)
Z toho vidime, Ze se da /(o) napsat jako:
Ia)=a’((A4))+a(C)+((AB)) (4.6)
a aby bylo /(o) vétsi nebo rovno nule, musi nutné platit, ze diskriminant D rovnice
(4.6) musi byt mensi nebo roven nule:
D=(C)’—4{(AA)Y{(AB))<0 . (4.7)

Ze vztahu (4.7) pak jednoznacné plyne platnost relace neurcitosti ve tvaru:

(AAP)(8BF)>3(0) . 438)

10



5. Heisenbergova relace neurditosti jako diisledek obecné

relace neurcitosti

Vysledek komutacni relace operatoru soutadnice X a operatoru hybnosti

A .. 0
——in< je:

(%, p.]=ih . (5.1)
Pokud do obecné relace neurditosti (3.20) dosadime za A operator soufadnice %
za B operitor impulzu p. a vySe zminény komutator (5.1), dostaneme

Heisenbergovu relaci neurcitosti

(RIS (52
Stejna relace plati i pro soufadnici ) ahybnost p, vesméruy,¢i z a p.

Jak je shrnuto v [4], pro neuréitosti ((AXx)*) a {((Ap)) existuji dva
limitni ptipady spliiujici (5.2). Nejprve vezmeme Castici s co nejpresnéjsi polohou —
jeji vlnova funkce se blizi 5-funkci. Pak tedy ((Ax)*)—0 a zrelace (5.2) plyne, Ze

{((Ap))—o . Naopak, vezmeme-li delokalizovanou &astici s vinovou funkci
blizici se rovinné ving ((Ax)*)—oo , nutng musi platit ((A p)*)—0 . Tedy je-li
Castice lokalizovand v soutadnicovém prostoru, je delokalizovand v impulzovém a

naopak. Podobny jev je znam i z optiky (vice viz [4]).
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6. Dvé silnéjSi relace neurcitosti

Odvozeni platnosti dvou novych relaci neurCitosti lze najit naptiklad ve
¢lancich Skaly a Kapsy [4], [5] a [6].

Pro jednoduchost a nazornost v [5] uvazovali pouze jednu prostorovou
soufadnici x a cas ¢. Veli¢inou popisujici vysledek méfeni x v Case ¢ je hustota

pravdépodobnosti p(x,#) spliujici normaliza¢ni podminku:

+0o0
[ pax=1 . (6.1)
Dale lze predpokladat, ze p ma vlastnost:
lim x"p=0, n=0,1,2 , (6.2)

to znamena, Ze se v [5] omezili pouze na vazané stavy spliiujici (2).

Predpoklada se také, ze stfedni hodnotu soutadnice x 1ze zapsat jako:

+ o0

(x)=[ xpax . (6.3)
Vzhledem k platnosti podminky (1) by méla platit i rovnice kontinuity:
op_ 0]
—+—==0 :
ot Ox ’ 64)

udévajici vztah mezi hustotou pravdépodobnosti p(x,7) a hustotou toku
pravdépodobnosti j(x, ).

Nyni zavedeme redlnou funkci s, = s,(x, #), pro niz plati:

p=e ", (6.5)
neboli tedy:
s2=—§1np , (6.6)

kde h=% je redukovand Planckova konstanta (ale jak uvadi v [5], je moZné

zvolit libovolnou kladnou realnou konstantu, je to otazka jednotek).
Analogicky s klasickou mechanikou kontinua Ize hustotu toku
pravdépodobnosti v jedné dimenzi napsat jako:
J=pv (6.7)
kde v je ,,rychlost® dané v klasické mechanice rovnici v = p/m, ve které p = 05/0x je
hybnost, m je hmotnost ¢astice a S je akce z Hamiltonova principu.

Piejdeme-li z klasické mechaniky do kvantové, nahradime funkci S jinou
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redlnou funkci s; = s,(x, ¢) a pro hustotu toku pravdépodobnosti dostaneme:

0s,/0x
m

J=p (6.8)

Nyni mizeme zavést komplexni funkeci:
w:e(islfsz)/h ' (69)
Hustotu pravdépodobnosti a hustotu toku pravdépodobnosti pak mizeme psat ve

tvaru zndmém z kvantové mechaniky:

p=lpl* (6.10)
a
. h w0y oy
‘]—2mi(lp 0x v ax) @1

Komplexni funkce y je tedy vlnova funkce z kvantové mechaniky a davé informaci o
tom, v jakém stavu je dany kvantovy systém, podobné jako dvojice funkci j a p, ¢i
praveé s; a s».

Heisenbergova relace neurcitosti (5.2) ma tvar:

hZ
(Ax)(ap))=T s (6.12)
kde v tomto znacent je:

(ax))= J (o= Pl de 6.13)

(8 pPr=[[-inL=tpf ar 6.14)

Dosadime-li do vztahu (6.14) funkci y ve tvaru (6.9), miizeme rozdélit ((A p)’) na
dve casti:

0si_ 051}

(ap =[50 (G 0] e dx (6.15)
a
w08y ? —25,/h
(A p,) >=_f o e (6.16)

Dvé nové relace neurcitosti:

Heisenbergovu relaci neurcitosti (6.12) Ize tedy nahradit dvéma relacemi
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neur¢itosti pro ((Ap,)") a {((Ap,)°) .
Pro dalsi odvozovani vyuzijeme Schwarzovu nerovnost (2.1) pro skalarni
sou¢in (u,v )=f u"vdx dvou komplexnich funkci u a v ve tvaru:
(u,u)(v,v)>|(u,v)|2 . (6.17)

Vhodné zvolime nejprve:

u=AxVvp a v=(%—<%> Vp o, (6.18)

Ox 0x

coz vede k prvni relaci neurcitosti:

2

“+o0

(Ax))HUAp, ) fo e_z‘”/ha'x (6.19)

6s1 asl
ox \0Ox

os
Jak ukazali v [5], funkce p :a—l je skutecné hybnost a relace (6.19) ma tedy podle
X

nich obvykly vyznam zndmy z matematické statistiky. Dale lze vidét, Ze vyraz na
pravé stran€ nerovnosti (6.19) je vétsi nebo roven nule (podle tvaru funkei s; a 7).

Abychom dostali druhou novou relaci neur€itosti, musime do Schwarzovy

832 8s2
Ox ox

nerovnosti (6.17) za u a v dosadit:

u=AxJp a v= Vp . (6.20)

Dostaneme tedy relaci:

2 2
i 0s, [0s s
(P | )| 22+ 22 e . 62n
Z podminky (6.2) plyne, Ze vyraz na pravé strané lze upravit na tvar:
2 w082 aum ’
(Ax) (A paf)z| [ x5 2e ™ dx (6.22)

a z vypoctu integralu (pfi némz bylo vyuzito podminky (6.1) i podminky (6.2)):
T 0s, o2 _[ N
X —Xxe

= PBf g B (63
2 2, 2

X=—00

dostaneme relaci ve tvaru:

(axPy(ap Pzt (6:24)

kde na pravé stran€ je kladna konstanta nezavisejici na funkci s, nebo p.
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Secteme-li tedy obé relace neurcitosti ((6.19) a (6.24)), dostaneme relaci:

o0s, |O0s,
Oox \Ox

a pokud na pravé strané¢ vynechame prvni ¢len, dostaneme piimo Heisenbergovu

2
2
+% (6.25)

2

(axP)(apPz| [ ax oo g

relaci neurcitosti.
Je tedy zfejmé, Ze relace neurcitosti (6.19) a (6.24) jsou siln&jsi, neZ odpovidajici

Heisenbergova relace neurcitosti (6.12).
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7. Gaussovské vinové klubko

V této kapitole zavedeme pojem stavu volné Castice, popsaného pomoci
Gaussovského vinového klubka podle [7], a ukdzeme, jak pro takovyto stav vypadaji
konkrétné¢ dvé nové relace neurcitosti odvozené v piedchozi kapitole (vice viz [7]).

Stav volné c¢éstice v case ¢ = 0 popiSeme pomoci vinové funkce ve tvaru

Gaussovského klubka:

2
—X

1 5 +ikx

xp(x,z=0)=w_ﬁeZa , (7.1)

kde a > 0 a k jsou redlné konstanty a fekneme, Ze energie této ¢astice je:
2 242
E= h 3 +—h k .
dma 2m

(7.2)

Pak vyteSenim ¢asové Schrodingerovy rovnice s poc¢ateéni podminkou (7.1)

ih%zjilw(x,t) (7.3)

dostaneme vInovou funkci y v zavislosti na Case:

X 5 [ 2 2 ]
\/1_17112 T P S 15
1 ma m . 2ma” 2m
w(x,t)—\/ T exp +1 5
! H\/l Rt et 14 L 1+ 2L
ma ma ma
(7.4)
Ze vztahu (6.6) a (6.9) mizeme urcit funkce s; a s5:
2
TV
m
s (x,t)=hk me s —harctan—t2 , (7.5)
1+ nt ma
ma’
2
x—@t) |
m
s, (x,0)=2 ~In (7.6)
2|, nt | - nt |
a|l+ 2 avml 1+
ma ma

a pak 1 jejich derivace:
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a 4
S pp—mak 71.7)
Ox nr |
1+ 5
ma
h x—ﬁt)
0s, m "8
ox 2 nt |’ 79
all+ >
ma

Velka vyhoda vinové funkce ve tvaru Gaussovského klubka je jednoduchost

sttednich hodnot hybnosti a soufadnice:

<?>=<%>=hk , (7.9)
(x)=RE, (7.10)
m

Dale mizeme vypocitat stfedni kvadratickou odchylku polohy:

2

nt

2
ma

1+

<(Ax)2>=0’72 (7.11)

a pomoci vztaht (6.15) a (6.16) i stfedni kvadratickou odchylku obou ¢asti hybnosti

<(AP1>2> a <(AP2)2> :

42
(ap )= | (7.12)
2m*a®|1+ h12
ma
h2
(A p,))= — (7.13)
24| 1+|—
ma

Jako levou stranu prvni ze dvou silngjSich relaci neurcitosti zminénych v piedchozi
kapitole dostaneme:

<<Ax>2><<Ap]>2>=4’Z f , (7.14)

kde stejny vyraz dostaneme vypoctem pravé strany relace (6.19):

2 2
0s, |0s, R
ox \Ox

A x =
4m’a*
To znamenad, Ze tato relace neurcitosti plati s rovnitkem (pfimo ve tvaru (7.14)).

(7.15)

17



Druha silnéjsi relace neurcitosti je pak dana vztahem:
2 N
(Ax))((Apa))=7 (7.16)
a tedy také plati s rovnitkem.
Sectenim relaci (7.14) a (7.16) dostaneme relaci ve tvaru:
e n

(Ax)){(A P)2>=m+7 ,

(7.17)
coz je vlastné Robertson-Schrodingerova relace neurcitosti (viz kapitola 11).
Zajimavym faktem je, ze relace (7.17) je rovnosti pro vSechna ¢ > 0.

Heisenbergovu relaci neurCitosti dostaneme, zanedbame-li prvni ¢len na
pravé strané rovnice (7.17).

Jak vime z kapitoly 2, rovnost nastdva ve Schwarzové nerovnosti pouze
pokud u a v jsou kolinearni, tzn. u = const v, kde const je komplexni ¢islo. Nicméné
nyni jsou funkce s; a s, realné a tedy 1 # a v jsou redlné. Z toho plyne, Ze 1 konstanta

const musi byt redlné ¢islo nebo redlna funkce Casu 7. Ze vztahl (6.18), pfipadné
(6.20) pak vidime, ze funkce s, 1 s, musi byt kvadratickymi funkcemi soutradnice x
s koeficienty, které mohou zaviset na &ase ( o(7)x"+p(¢)x+y(r) ).

Jak zminuje [7], rovnost bude v relaci (7.16) platit nezévisle na tvaru funkce
s;, coZ znamend, Ze rovnosti mizeme dosahnout pro mnohem vétsi tfidu vlnovych
funkci, nez plyne z Heisenbergovy, ¢i Robertson-Schrédingerovy relace neurcitosti.
Dle [7] je tento fakt zajimavy nejen z teoretického, ale také z experimentalniho

hlediska.
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8. Linearni harmonicky oscilator

V nasledujici kapitole je ptedveden dalsi ptiklad vyuziti vypocti z kapitoly 6,
a to pro zékladni stav linearni harmonického oscilatoru s vlnovou funkci ve tvaru
Gaussovského klubka, jak bylo ukdzano v [8] (Skala, Kapsa, Luzovd). Podobné
shrnuti téchto vypoctl je uvedeno v Skalové ¢lanku [9].

V case ¢ = 0 je vySe zminénd vlnova funkce ddna vztahem:

1— e_g )2
w(x,1=0)=| 22 Tl (8.1)
kde m, % , w jsou kladné realné konstanty a
mw mm
%Z\/Tx (a tedy §o=\/7)€o ), (8.2)

kde x, je stfed vlnového baliku.

Energie ¢astice vazané v linearnim harmonickém oscilatoru je ddna vztahem:

:mwzxéJrh_m
2 2

E (8.3)

Vyvoj vlnové funkce v zdvislosti na case dostaneme vyfeSenim Casové

Schrédingerovy rovnice. Vlnova funkce v jakémkoli ¢ase je pak ddna vztahem:

1

maw |y —i(u)t/2ei(m(o/h)[xf,cos(u)t)—ZxxO}sin(u)t)/Ze—(mo)/h)[x—xocos(mt)}Z/Z (84)

wlx,o)=[ e

Déle mtizeme vypocitat funkce s; a s, dle kapitoly 6:

si(x,1)=—hot/2+(mw)[x;cos(wt)—2xx,]sin(wz)/2  (8.5)

sz(x,t)=%(lnh+lnrt—lnm—ln(u)—i-m—z(D[x—xocos(wt)]2 (8.6)
Stfedni hodnoty hybnosti a soufadnice pak jsou:
0
<j)>=<i>=—mwxosin(oot) , (8.7)
0x
(x)=x,cos(wt) (8.8)
a stiedni kvadratické odchylky soufadnice a hybnosti jsou tedy:
h
(A x)2>=—2 : (8.9)
mw
(A p))=0 (8.10)
a
0 hmo
(Ap,)H=222 (8.11)
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Z toho tedy plyne, Ze relace neurcitosti (6.19) a (6.24) jsou v tomto piipadé:
0=0 (8.12)

{(ax))(a p2>2>=%2 . (8.13)

Plati tedy podobné zavéry o tvaru funkci s, a s, jako u kapitoly 7.
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9. Disledky relaci neurcitosti

Me¢étime-li trajektorii elektronu ve Wilsonové mlzné komote, kde zname i jeho
rychlost, zdalo by se, Ze relace neurcitosti jsou poruseny. Nicméné, jak uvadi [4],
v tomto piipad¢ zalezi na presnosti takového méteni. Jsme-li drahu elektronu schopni
uréit s presnosti v fadu Ax~10"° , pak jednoduchym vypoétem miZeme
z Heisenbergovych relaci neurcitosti ur¢it odhad piesnosti hybnosti, ¢i rychlosti
elektronu. P#i rychlosti v~10"m/s a hmotnosti m~10""kg elektronu

dosazenim do vztahu:

A
Ay ==L (9.1)
m

kde z platnosti Heisenbergovy relace neurcitosti plyne (pro fadovy ptedpokladdme

platnost relace neurcitosti s rovnitkem):
h

Ap,=—— 9.2
=3 92)
dostaneme fadovy odhad neurcitosti rychlosti:

Av.~10°mls , 9.3)

coz je o pét fadl méné nez je rychlost elektronu. Tedy jak shrnuje Skala v [4]:
,Vzhledem k dosazitelné experimentalni pfesnosti proto neni nutné relace neurcitosti
brat v tvahu a Ize pouzit klasicky popis.* .

Pohybujeme-li se vSak v mens$im systému, naptiklad v atomu vodiku o
linedrnim rozméru /~10"""m , neobejdeme se bez kvantového piistupu
zahrnujicitho relace neurcitosti. Linedrni neurcitost polohy je v tomto piipadé
pfiblizné rovna /. Bez Gjmy na obecnosti mizeme stfedni hodnoty soufadnice a
hybnosti posadit do 0:

(x)=0 , 9.4)
($)=0 . 9.5)

Pak lze Heisenbergovu relaci neurcitosti psat ve tvaru:
0, 2K
B ©96)
Po vzoru [4] ted’ zavedeme kinetickou energii vztahem:

Pt pytp:
2m

T=

(9.7)
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a dosazenim relace (9.6), kde za (x°), (y*), (z*) budeme brat /* dostaneme pro
kinetickou energii podminku:
2
S 3
8ml*

(9.8)

Konkrétné pro atom vodiku zminény vySe dostaneme fadovy odhad minima
velikosti kinetické energie zhruba 70 eV, coz odpovida experimentalni skutec¢nosti,
ze zakladni stav atomu vodiku je zhruba -13,605 eV. Kdybychom, podle [4],
provedli podobn& odhad pro pohyb nukleonu v jadie o /~10""*m , dostaneme
fadovy odhad energie / MeV, coz je opét ve shodé s experimentem.

Zmensujeme-li prostor, ve kterém se Castice mize pohybovat, v disledku

relaci neurcitosti vzrista jeji kineticka energie.
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10. Historie relaci neurcitosti a dalsi relace neurcitosti

Tato kapitola pfimo navazuje na kapitolu 1, kde je uvedeno odvozeni relaci
neurcitosti tak, jak k nému doSel Heisenberg roku 1927. Déle je v kapitole 1 také
zminéno, ze Kennard v ¢lanku [2] analyzoval Heisenbergovu relaci (1.2) a definoval

neurditost polohy jako standardni odchylku +o_ , kde:

o, =((AF)=((3-(2)))=(G)—(F) (10.1)
podobné pro hybnost:
o,=((Ap))=p=(p)))=(p")~(b) (10.2)
a nakonec pomoci Schwarzovy nerovnosti odvodil relaci (1.9) pro Cisté stavy:
2
cpox>% . (10.3)

Znak (A)={y|A|yp) znamena dle Kennarda otekavanou hodnotu veliginy

Py

A méfené na systému ve stavu odpovidajicimu normovanému stavovému vektoru
[p)

V Kennardové relaci nezalezi na tom, jestli na kvantovém systému provadime
méfeni, ¢i nikoli. Fluktuace pozice o, a hybnosti o, nelze soucasné potlacit
natolik, aby se dostali pod hranici danou nerovnosti (10.3), at’ méfime, ¢i nechame
systém v klidu. Na druhou stranu relace (10.3) nefika vibec nic o tom, co se se
systémem dgje pii méfeni. Uvahy Heisenberga (viz [1]) a Kennarda jsou tedy velmi
odlisné.

O néco pozdéji nezavisle na Kennardovi odvodil vztah (10.3) i Weyl [3],
piicemz ve své praci zmifiuje 1 pomoc Pauliho, ktery pravdépodobné upozornil prave
na moznost odvozeni relace (10.3) z Weylovych poznamek.

Jako ptiklad tehdejsich uvah zde shrnu dikaz, ktery provedl Weyl v [3].
Diikaz:

Ve stavu reprezentovaném  vlnovou funkci y(x) (normalizace:

+00
f Y Ydr=1 )jsoustfedni hodnoty x,=(x) a p,=(p) dany vztahy:

x0=fx1p*1pdx , (10.4)
Dy dw
po—i:[olp S (10.5)
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Bez jmy na obecnosti mizeme tyto stfedni hodnoty posunout do nuly. Stifedni
hodnoty veli¢in (x — x5’ a (p — po)’ (znacené (Ax)* a (A p) ) mizeme pak psat
jako:

(Ax)=[ " (x)p(x)dy (10.6)

) 2+ao . d2 2+ood * d
(Ap) =—h _Llp (x)%afx:h_[c u;x(x) lcpng)dx . (10.7)

Jako vysledek chceme dostat rovnici (10.3). Dosadime-li do ni stfedni

hodnoty, zminéné vySe, dostaneme:
l i * F * i d : d
T < [y ow(x)dr [ ”;x(x) li)ng)dx .(10.8)

Nerovnost (10.8) je tedy vyraz, ke kterému chceme dojit.

Déile Weyl wvychdzi ze  Schwarzovy nerovnosti ve  tvaru:

[ £zt [ fagad <[ 7, /it [ g glae)( [ £ fide+ [ g, gidx)

(10.9)
: B o dy’ dy
kam dosazuje: f,=xy, f,=x¢, g1= g 8T . Metodou per partes pak
upravuje integral
[ x dww) ;o = [y ydr (10.10)
dx

(¢len xyy" bude roven nule pro x jdouci do =oo ) pii parcidlni integraci pres
interval od —o do +o a tim dostdva relaci (10.8). Dale pak dokazuje, Ze

integraly na pravé strané (10.8) konverguji.

Heisenberg zastaval ndzor, ze pokud méfime dvé provazané kvantové-
mechanické veli¢iny soucasn¢ na jednom kvantovém systému, je soucin neurcitosti
téchto veli¢in alesponi fadu % (Plankova konstanta). Condon roku 1929 v praci
,,Postfehy o principu neurcitosti“ poukazal na to, ze Heisenberglv princip nemuze
platit obecné pro libovolné dvé pozorovatelné (provazané, ¢i nikoli) a Ze je tedy tieba
vymyslet néjakou obecnou formulaci principu neurcitosti. Na tuto vyzvu odpovedél
Robertson v ¢lanku [10], kde uvadi odvozeni relace neurcitosti pro dvé hermitovské

pozorovatelné A(q,p) a B(q,p) (zavisejici na poloze ¢ a hybnosti p) a dale
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aplikaci tohoto vztahu na uhlové momenty. Pfi odvozovani vychdzi také ze
Schwarzovy  nerovnosti, podobné¢ jako Weyl, pfiCemz dosazuje:
fi=(A—A,)y=f,, g.=(B—B,)y=—gs . Z toho pak snadno dostaneme

pozadovany vysledek:

AAAB=Z|[ W (AB-BA)pdr| | (10.11)

(10.12)

kde o,=((AA))=(A—(A4)))=(4*)—(A4)* je stredni kvadraticka odchylka
veli¢iny A (obdobné pro B ). Odvozeni viak stale plati pouze pro &isté stavy.

O néco pozdéji (1930) pak opét Robertson v [11] a nezavisle na ném
Schrodinger v [12] odvodili je$té o néco obecnéjsi formulaci principu neurcitosti
(nazyvanou ,,Robertson — Schrédingerova®, ¢i nékdy pouze ,,Schrodingerova“ relace

neuréitosti) pro libovolné hermitovské operdtory 4 a B ve tvaru:

A4, B))
0A03—0i3>7|<[ ’4]>| : (10.13)
kde OAB=%<{A;4,AE}>:%<1§13+32>—<2><3> je polovina stfedni hodnoty
antikomutatoru.

Zde uvedeme dikaz dle Schrodingera [12] a to opét pouze pro Cisté stavy.
Diikaz:

Z hermitovského charakteru veli¢iny A  plyne, Ze olekdvana hodnota
(4) :f Y Aydx  bude vzdy realna. Pro kazdy hermitovsky operator plati:

[fAgde=[ga fax . (10.14)
Souc¢in dvou hermitovskych operatorti neni obecné hermitovsky, ale lze ho rozd¢lit
na polovinu antikomutatoru (,,symetrickou ¢ast*) a polovinu komutatoru:

ip=AB A ABTEA (10.15)

Prvni ¢len je hermitovsky a druhy je antihermitovsky (doslovny cesky pieklad je
»zkreslen¢ hermitovsky*), to jest stane se hermitovskym po piendsobeni imaginarni
jednotkou i.

Dale Schrodinger vyuzil Schwarzovy nerovnosti ve tvaru:
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* * 2
[rrac]gga=|l readl | (10.16)
do niz dosadil f=Bvy, g=A"y" , kde 4 a B jsou libovolné hermitovské
operatory a y je libovolnd spojitd a normalizovana funkce v souradnicovém prostoru.

Z toho pak dostal nerovnici:
[v B[ apde=|[ v A Byar| | (10.17)
v jiném zapisu:
(AH(B>=[(AB) . (10.18)
Pravou stranu pak rozlozime dle vztahu vyse na:

() (s ((ABTBA)? K AB-B4)

(10.19)

Nahrazenim proménnych 4 a B za A—al a B—pI , kde o a B jsou
libovolné realné konstanty a I je jednotkovy operator a volbou a=(4) a

B=(B) ,lze snadno dostat:

(AR (a B> ., (10.20)

x>
o>
v |+
o>
X

tedy po drobné upravé vyslednou relaci (10.13).

V literature se vSak obvykle uvadi pouze slabsi verze relaci neurcitosti
(10.12). Dodonov [13] tvrdi, ze to dokonce zpiisobilo, Ze siln¢jsi verze (10.13)
specidlné pro operatory soutfadnice a hybnosti byla riiznymi autory ,,znovuobjevena®.

Nerovnost (10.12) byla dlouhou dobu dokdzana pouze pro Cisté stavy a
hermitovské operatory. Az roku 1945 potvrdili Tamm a Mandelstam [14] jeji platnost
1 pro smisené stavy.

Relace neurcitosti (10.13) pro libovolné (ne nutné hermitovské) operatory
byla pak dokazana naptiklad v [15] Dodonovem, Kurmyshevem a Man'kem.
Rozsifeni relaci neurcitosti na vztah pro vice nez dvé pozorovatelné bylo provedeno
roku 1934 v [16] Robertsonem.

Ackoli byla dokdzana platnost relace (10.3), i pro smiSené stavy, je zfejmé, ze
rovnost nastane pouze pro urCité Cisté stavy a pro smiSené stavy tedy plati ostrd
nerovnost. Zalezi vSak také na tom, jak moc je dany stav blizky cistému stavu —
podle toho 1ze posouvat velikost neurcitosti. Prvni odhad (dle [13] dokdzan v [17]) je
napiiklad:
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J0p0x>%%, w=Trp> | (10.21)

kde p je néco jako ,,stupen Cistoty* stavu (pro Cisty stav je p=1).
Vidime vsak, ze pro p > 8/9 je nerovnost slabsi nez (10.3) a tedy tento vztah neni

idealni. Je tedy vhodné&;jsi psat:
Vo,0.>5holu) | (10.22)

kde @(p) je monotdénné klesajici funkce takova, ze ®(1) =1 a d(n) — oo pro p — 0.
Postup pro nalezeni takové funkce je uveden v [13] a tato funkce je odlis§né pro rizné
intervaly p. Interpolaci téchto funkci lze vSak ziskat ptiblizny vyraz pro cely interval
0 <p <1, ktery je dobrou aproximaci vyse zminénych funkei:
=

VSechny relace, které plati pro 0,0, , plati i pro obecn&jsi vyraz

(10.23)

o, GX—in (ktery je mozno nazvat ,,univerzalnim kvantovym invariantem* - viz
[13D).
Vidime tedy, Zze pokud o kvantovém systému mame né¢jaké informace navic
(jako naptiklad ,,stupeint Cistoty stavu atp.), 1ze zvednout spodni hranici neurcitosti.
Z toho plyne i to, Ze pokud je kvantovy systém ve vysoce smiSeném stavu, blizkém
stavu popsatelnému pomoci klasické statistické mechaniky, nevyhnutelné¢ musi byt
prava strana relace neurcitosti mnohem vétsi, nez Planckova konstanta.
Takzvany ,,stupen Cistoty* stavu miizeme charakterizovat i jinymi veli¢inami,

nez je pu. Velmi vhodnd a pfirozena veli¢ina pro tento ucel je podle [13] napiiklad

entropie:
S=—Tr(plnp)=—> p,Inp, . (10.24)
Pro smiSené stavy pak dostavame relaci (odvozeni viz [13]):
212 2
(0,0,—0,,) >§(1+eﬁ_1) , (10.25)

kde B je feseni rovnice p(e"—1)"'~In(1—e")=5
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Zavér:

V této praci jsme ukdzali dulezitost relaci neurcitosti a také komplikovanou
cestu, ktera vedla k jejich odvozeni.

Asi nejdilezitéjsi ¢asti prace je odvozeni dvou silnéjSich relaci neurcitosti a
jejich nasledné vyuziti ve vypoctu zékladniho stavu linedrniho harmonického
oscilatoru s vlnovou funkci ve tvaru Gaussovského klubka. Dalsi zajimavé vysledky
by mohlo pfinést pocitani s excitovanymi stavy harmonického oscilatoru, ¢i jejich
kombinacemi.
které se v oblasti relaci neurcitosti udaly a je také naznaceno, kam se v této oblasti
ubiral pomérné nedavny vyzkum. Nejnovéjsi véci je pak jiz zminéné odvozeni dvou
novych relaci neurcitosti, které jsou siln¢j$i nez Heisenbergova, ¢i Robertson-

Schrodingerova relace neurcitosti.

28



Seznam pouZzité literatury:

1.

HEISENBERG, W. The actual content of quantum theoretical kinematics and
mechanics. NASA Technical documents [online]. 1983, s. 172-198. Dostupné
z: http://archive.org/details/nasa techdoc 19840008978

KENNARD, E. H.Zur Quantenmechanik einfacher Bewegungstypen.
Kopenhagen: Zeitschrift fir Physik, 1927. ISBN 10.1007/BF01391200.
Dostupné z: http://www.springerlink.com/index/10.1007/BF01391200

WEYL, H. The Theory of Groups and Quantum Mechanics. New York:
Dover Publications, 1950, 422 s. ISBN 04-866-0269-9.

SKALA, L. Uvod do kvantové mechaniky. Vyd. 2., V nakl. Karolinum 1.
Praha: Karolinum, 2011, 297 s. ISBN 978-80-246-2022-0.

KAPSA, V. a L. SKALA. Quantum Mechanics, Probabilities and
Mathematical Statistics. Journal of Computational and Theoretical
Nanoscience. 2011-06-01, ro€. 8, €. 6, s. 998-1005. ISSN 15461955. DOI:
10.1166/jctn.2011.1779. Dostupné z: http://openurl.ingenta.com/content/xref?
genre=article

SKALA, L. a V. KAPSA. Heisenberg uncertainty relations can be replaced by
stronger ones. International Journal of Quantum Chemistry. 2009, ro¢. 109,

¢. 8, 5. 1626-1630. ISSN 00207608. DOI: 10.1002/qua.21948. Dostupné z:

http://doi.wiley.com/10.1002/qua.21948

SKALA, L., I. CIZEK a V. KAPSA. Quantum mechanics as applied
mathematical statistics. Annals of Physics. 2011, roc€. 326, €. 5, s. 1174-1188.
ISSN  00034916. DOI: 10.1016/j.a0p.2010.09.010.  Dostupné z:
http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/S0003491610001673

SKALA, L., V. KAPSA, M. LUZOVA Uncertainty relations, 2011, Dosud
nepublikovéno.

SKALA, L. a V. KAPSA. Quantum Mechanics and Statistical Description of
Results of Measurement. Theoretical Concepts of Quantum Mechanics
[online]. Mohammad Reza Pahlavani. InTech, 2012, s. 205-224 [cit. 2012-08-
01]. ISBN 978-953-51-0088-1. Dostupné

z http://www.intechopen.com/books/theoretical-concepts-of-quantum-
mechanics/quantum-mechanics-and-statistical-description-of-results-of-
measurement.

29



10.

I1.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

ROBERTSON, H. The Uncertainty Principle. Physical Review. 1929, ro€. 34,
¢. 1, s. 163-164. ISSN 0031-899x. DOI: 10.1103/PhysRev.34.163. Dostupné
z: http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRev.34.163

ROBERTSON, H. P. Minutes of the New York Meeting, February 21 and 22,
1930: 40. A general formulation of the uncertainty principle and its classical
interpretation. Physical Review. 1930, ro€. 35, €. 6, s. 656-671. ISSN 0031-
899x. DOLI: 10.1103/PhysRev.35.656. Dostupné z:
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRev.35.656

SCHRODINGER, E. About Heisenberg Uncertainty Relation. Bulgarian
Jjournal of physics. Dolpnéno od: A. Angelow, M.C. Batoni. Sofia, 1999, roc.
26, s. 193-203. ISSN 1310-0157. Dostupné z: http://arxiv.org/abs/quant-
ph/9903100v3

DODONOYV, V. V. a V. . MAN'KO Generalization of the uncertainty relations
in quantum mechanics. MARKOV, M. [Invariants and the evolution of
nonstationary quantum systems. Commack, N.Y.: Nova Science Publishers,

c1989, s. 3-102. Trudy Fizicheskogo instituta, v. 183. ISBN 0-941743-49-7.

MANDELSHTAM, L. 1. a I. E. TAMM. The uncertainty relation between
energy and time in nonrelativistic quantum mechanics. J. Phys. (USSR),
1945, ro¢. 9, s. 249-254.

DODONOV, V.V, EV KURMYSHEV a VI MAN'KO. Generalized
uncertainty relation and correlated coherent states. Physics Letters A. 1980, r
o€. 79, 2-3, 5. 150-152. ISSN 03759601. DOI: 10.1016/0375-9601(80)90231-
5. Dostupné z: http://linkinghub.elsevier.com/retrieve/pii/0375960180902315

ROBERTSON, H. An Indeterminacy Relation for Several Observables and Its
Classical Interpretation. Physical Review. 1934, ro€. 46, ¢. 9, s. 794-801.
ISSN  0031-899x. DOI: 10.1103/PhysRev.46.794.  Dostupné z:
http://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRev.46.794

BASTIAANS, M. J. New class of uncertainty relations for partially coherent
light. Journal of the Optical Society of America A. 1984, ro¢. 1, €. 7, s.
711-. ISSN 1084-7529. DOI: 10.1364/JOSAA.1.000711. Dostupné z:
http://www.opticsinfobase.org/abstract.cfm?URI=josaa-1-7-711

30



