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Uvod

12. augusta 1981 predstavila spolo¢nost IBM prvy tspesny model osobného
pocitaca s nazvom IBM PC 5150. Jeho procesor pracoval na frekvencii 4,77
MHz a pocita¢ obsahoval maximélne 256 kB RAM.

Odvtedy sa vyvoj pocitacov dostal dopredu. Miniaturizacia suciastok
umorznila zvacsit paméit a rychlost pocitaca. Tendencia zmenSovania ale mé
svoje hranice. Pri dosiahnuti atomarnych rozmerov sa objekty prestavaju
spravat klasicky a k slovu sa dostdva kvantovd mechanika. T4 so sebou
prinasa nové moznosti. Vhodnym vyuzitim kvantovej superpozicie a interfe-
rencie mozeme dosiahnut exponencidlne urychlenie vypocétov v porovnani s
klasickym pocitacom. Zariadenie, ktoré k tomu budeme pouzivat, nazveme
kvantovy pocitac.

Na ¢o mozeme vyuzit vypocetnu silu kvantového pocitaca? Spomerime
dve aplikécie: diskrétna Fourierova transformécia a prehladdvanie nezotrie-
denej databazy. Na prvy pohlad ni¢ nové pod Slnkom, ved to dokaze aj
klasicky poc¢ita¢. Ano, ale kvantovy to dokéaZe s exponencialne mensim po-
¢tom operacii.

Praca je rozdelena na tri kapitoly. V prvej si objasnime zékladné pojmy
ako qubit a kvantové logické hradlo a ukazeme, v ¢om spociva rozdiel oproti
elementom klasického pocitaca. Ciefom druhej kapitoly je zaviest zakladné
kvantové logické operacie a ukézat, ako s nimi moézeme uskutocnit Iubo-
volna dalsiu operéciu. V tretej kapitole ukdzeme, v ¢om spociva vypocetna
sila kvantového pocitaca a blizsie sa pozrieme na kvantovi Fourierovu trans-
forméaciu a jej pouzitie.

Praca predpoklada zakladné vedomosti z algebry, logiky a kvantovej me-
chaniky.



Kapitola 1

Zakladné pojmy

1.1 Klasicky bit, klasicky pocditac

Klasicky bit, skratene bit, predstavuje zakladni jednotku informéacie. Nado-
bida jednu z diskrétnych hodnét {0,1}. Ak spojime 3 bity, moézeme v nich
uchovat hodnoty napr. 101, 010, atd. Trividlna, ale pre nas dolezita skutoc-
nost je, ze klasicky bit nemoze nadobudat Ziadne iné hodnoty.

Pod pojmom algoritmus rozumieme konecny deterministicky sled krokov,
ktory riesi dany typ problému.

Klasicky pocita¢ mozeme interpretovat dvoma sposobmi: ako Turingov stroj
alebo ako zapojenie logickych obvodov. Podrobny popis Turingovho stroja
je teraz nepodstatny a moézeme ho nasjt v [2]. Dolezité je ale nasledujice
tvrdenie [2]:

Tvrdenie 1.1.1 (Churchova - Turingova téza). Trieda funkcii spocitatelnd
na Turingovom stroji presne koreSponduje s triedou funkcii spocitatelnyjch
algoritmom.

Neformalne povedané, ku kazdému algoritmu existuje ekvivalentny Turingov
stroj. Zial, tézu nemozno bratf za definiciu, ale ddva nam dobrt predstavu,
¢o to znamend, Ze funkcia je spocitatelnd algoritmom.

Iny model klasického pocitaca je zalozeny na logickych obvodoch. Tie st
tvorené logickymi hradlami prepojenymi elektrickymi obvodmi. Tento mo-
del mé k realite blizSie nez model Turingovho stroja, aj ked su ekviva-
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lentné. Vo vseobecnosti, logické hradlo je zariadenie vykonavajuce funkciu f:
{0,1}" — {0,1}", kde na vstupe je k bitov a na vystupe [ bitov. Prikladmi
st hradla NOT (—), AND (A), OR (V), vykonévajtice rovnomenné logické
operacie. D4 sa ukézaft, ze vSetky hradld mozu byt poskladané z kone¢ného
poc¢tu NAND. Nech a a b st vyrokové atémy. Logicky, a NAND b = —(aAb).
Dalej —a < —(aAa); aAb < —=(=(aAb)) aaVb < =(-aA—b) (De Morganov
zédkon). Nakolko kazdé vyrokova formula je ekvivalentna s istou formulou,
ktora je v disjunktivnom normélnom tvare (tj. zloZena z vyrokovych atémov
pomocou negacie, disjunkcie a konjunkcie) [5], dokaz je hotovy.

1.2 Kvantovy bit, kvantovy pocitac

Kvantovy bit, skratene qubit, je kvantovy systém, ktory reprezentuje hod-
noty 0 a 1 pomocou kvantovych ortonormélnych stavov {|0),|1)}. Vo vSe-
obecnosti mozeme (Cisty) stav qubitu vyjadrit ako |¢) = «|0) + G|1),
kde o a 3 st fubovolné komplexné é&isla spliiajiice normalizaént podmienku
la)® + | = 1. To je zakladny rozdiel oproti klasickym bitom - qubit moze
byt v Tubovolnej superpozicii zakladnych stavov | 0),|1).

Stavovy priestor qubitu je teda dvojdimenzionalny komplexny Hilbertov

priestor, ozna¢ime ho .7,. Za ortonormélnu bazu mozeme zvolit {|0),/1)}
(nie nutne) a v maticovom zapise stotoznime

=g =[ o =aln+sm=]7].

| ¥) mozeme vyjadrif aj inym spdsobom:
0 , 0
\¢>:cos§|0>+e’¢sin§|1). (1.1)
Z matematického hladiska by mohla exponencidla stat aj pred |0), ale tu
vzdy mozeme vynat von z obidvoch ¢lenov a postavit ju do roly globélne;j

fazy, ktora nema vplyv na vysledky fyzikalneho merania.

Vztah (1.1) ndm umoziiuje vytvorif aj geometrick reprezentaciu qubitu
na jednotkovej Poincarého, resp. Blochovej sfére (obr. 1.1).

Ako dobré fyzikdlna predstava qubitu nam moze posliazit projekcia spinu
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Obr. 1.1: Reprezentacia qubitu na Blochovej sfére

elektrénu do z-ovej osi S,. T4 moze nadobudat iba hodnoty :I:% a mozeme
stotoznit S, = +1 =10),5, = —3 =|1).

Sustavu n qubitov nazyvame kvantovy register velkosti n [1]. Stav kvanto-
vého registra je vyjadreny tenzorovym sucinom stavov jednotlivych qubitov,
napriklad |0)®|1)®|1), kde i-ty ket (zlava) reprezentuje stav i-teho qubitu.
Pokial nebude hrozit nedorozumenie, budeme pouzivat zjednoduseny zapis:

[0)e[hel1) = [0)[1)[1) =[011) = |3). (1.2)

Posledny stav je zapisany v desiatkovej ststave.

Stavovy priestor kvantového registra velkosti n je teda tenzorovy sucin
n priestorov J, tj. Ho®.. @M, = HF". Tiez ho mdzeme zobrazit na

n—krat

sfére, podobne ako v pripade jedného qubitu. Kazdy qubit nesie so sebou
komplexny Hilbertov priestor dimenzie 2. To znamena, zZe register n qubitov
ponesie 2"-dimenzionalny komplexny Hilbertov priestor, na znazornenie kto-
rého potrebujeme dvojnisobok redlnych osi, teda 2"*1. Normaliza¢na pod-
mienka ale znamena jednu vizbu a vo vysledku moézeme kvantovy register
velkosti n znazornit na (2" — 1)-dimenzionalne;j sfére.
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Nakolko jeden kvantovy bit mdZe reprezentovat sicasne hodnoty 0 aj 1,
lahko zvazime, ze n kvantovych bitov moze reprezentovat stcasne vsetky
hodnoty 0,1, ...,2" — 1. Lubovolny (éisty) stav kvantového registra velkosti
n mozeme zapisat (v desiatkovej ststave) ako:

2" —1

V)= a|k), (1.3)

k=0

kde ap, € C a i:)l |ak\2 = 1. Musime si v8ak uvedomit, ze ked sa bu-
deme chciet pozrief na vystup, musime uskuto¢nit meranie na qubitoch.
Tym sposobime kolaps vIinovych funkcii qubitov a kvantovy register bude
reprezentovat iba jednu z moznych hodnot.

Na kvantovy pocita¢ sa budeme pozerat ako na pristroj pozostavajuci z
kvantovych logickych obvodov. Podobne, ako u klasického logického obvodu,
kvantovy logicky obvod pozostava z kvantovych logickych hradiel synchroni-
zovanych v case a spojovacich kandlov.

Kvantové logické hradlo je zariadenie, ktoré vykonava pevne dant unitarnu
operéciu na vybranych qubitoch s pevne danou periédou [4]. Ak je na vstupe
hradla n qubitov, hradlo nazveme n-qubitove.

Vyvoj uzatvoreného kvantového systému je popisany evoluénym operato-
rom, ktory je unitarny [3], tj. zachovava skaldarny sicin. Unitarnost ma za
nasledok, ze (kvantovd) evoltcia je reverzibilny proces. Kvantové hradla
predstavuju urc¢ity kvantovy vyvoj qubitu. Preto pozadujeme, aby aj opera-
cie, ktoré uskutocnuji, boli unitarne. To je zasadny rozdiel oproti klasickym
logickym operéaciam. Niektoré z nich nie st vratné a preto nemdZzeme najst
ich kvantovii obdobu. MozZeme ich ale zakomponovat do viacbitovych, no
vratnych hradiel. To znamen4, Ze niekedy budeme potrebovat na vykonanie
operacie aj pracovné qubity v pevne danych stavoch. V maticovej reprezen-
tacii buda n-qubitové kvantové hradla unitarne matice typu n ® n.

Vynéara sa otazka, ¢i existuje univerzalna sada kvantovych logickych hra-
diel, ktoré by boli schopné uskutoc¢nit Tubovolni kvantovi logick operéciu.
V druhej kapitole ukdzeme, ze ano, avsak realizacia so sebou nesie technické
problémy.
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1.3 Meranie qubitu

Dolezitym faktom je, ze dva neortogonalne kvantové stavy nedokazeme od
seba s urcitostou odlisit. Dovod je zrejmy. Uvazujme dva neortogonélne
stavy (napr. qubitu) | ), | ¥2). Neortogonalita znamena, ze | 1) = | 11) +
Bl ), kde |al?, |B3]° > 0 (samozrejme je splnend normalizatna podmienka)
a (1]@) = 0 (ortogonélne stavy). S urcitou pravdepodobnostou teda dosta-
neme meranim | ;) a |1y) rovnaké vysledk a stavy buda vtedy nerozlisi-
telné.

Za bazu qubitu preto volime dvojicu ortogonalnych stavov. Vypocetna
baza {|0),| 1)} ma svoj vyznam z hladiska tedrie informécie. V zavislosti od
experimentalnej realizacie kvantového pocitaca mozeme pouzit aj iné bazy.
|0), | 1) moZu reprezentovat spin elektrénu ,hore” (+%), ,dolu” (—%)7 pri-

padne horizontdlnu | H) = |0) a vertikdlnu | V') = |1) polarizaciu foténu.
Naproti tomu, stavy | L) = ‘HH%, |R) = % si mozeme predstavit

ako lavotoc¢ivé a pravotocivé kruhovo polarizované svetlo.

Jeden z postulatov kvantovej mechaniky (o redukcii vlnovej funkcie, [3])
hovori, Ze meranie veli¢iny A s prisluSnym operatorom A prevedie merany
systém do vlastného stavu tohoto operatora. V pripade qubitu to znamena,
Ze po merani ponesie iba klasickl informaciu. Kvantové meranie je v urci-
tom zmylse mysteridzny proces. Je nelokalny, nedeterministicky, neunitarny,
nelinearny, nevratny a pre nekompatibilné veli¢iny zavisi na poradi ich me-
rania.

Na ¢o potrebujeme merat vystup z kvantového pocitaca? Odpoved je
jasna, na zistenie vysledku vypoctu. Zrejmé, no zaujimavé je, ze meranie
mozeme vzdy presunit az na koniec kvantového vypoctu. Ak sa vysledky
merania pouzivaju niekde vo vypocte, vzdy mozeme pouzit kontrolované
operacie a tym sa meraniu vyhnat. Vdaka tomu mdZe prislusny obvod zo-
stat reverzibilny.

Pre meranie qubitov budeme pouzivat symbol .
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1.4 Zlozitost

Pre porovnanie zlozitosti algoritmov a efektivity kvantovych obvodov bu-
deme potrebovat dva symboly.

,Velké” O urcuje horny odhad funkcie. Nech f(n) a g(n) s dve funkcie
na nezapornych celych ¢éislach. Hovorime, ze f(n) je v O(g(n)), pokial exis-
tuja konstanty ¢ a ng také, ze pre vetky n > ng je f(n) < cg(n).

,Velké” € bude oznacovat dolny odhad funkcie. Funkcia f(n) je Q(g(n)),
ak existuju konstanty ¢ a ng také, Ze pre vsetky n > ng je cg(n) < f(n).

Problém pokladame za Tahky (riesitelny efektivnym sposobom), ak je mozné
vyriesit ho s O(p(n)) zakladnych operacii (tiez mozeme hovorit, ze ¢asova
narocnost je O(p(n))), kde n je pocet bitov na vstupe a p(n) je polynomialna
funkcia. Prikladom st zakladné aritmetické operacie ako s¢itanie, nasobenie,
delenie.

Ak je najlepsi algoritmus na vyrieSenie daného problému exponencialny
v n, problém pokladdme za tazky (neriesitelny efektivinym spdsobom). Za
takyto problém sa poklada napriklad faktorizécia prirodzeného ¢isla (rozklad
na prvociselny sicin), aj ked toto tvrdenie este nebolo dokazané.



Kapitola 2

Kvantové logické hradla

Pri pisani tejto kapitoly sme vo velkom ¢&erpali z [2].
Operéator identity budeme znacit I. Pre Tubovolny stav qubitu, resp. kvan-

tového registra plati:
Iz)=|x). (2.1)

2.1 Jednoqubitové hradla

KedZe stavovy priestor qubitu mé dimenziu 2, operacie na jednotlivych qubi-
toch budu popisané unitarnymi maticami typu 2 x 2. Délezité jednoqubitové
hradla su tieto:

e Hadamardovo hradlo
e fazové hradlo

e Pauliho-X hradlo

e Pauliho-Y hradlo

e Pauliho-Z hradlo

Hadamardovo hradlo
Hadamardovo hradlo H vykonava Hadamardovu transforméaciu na qubite.
V ortonormalnej baze {|0),|1)} ma prislusna matica vyjadrenie:

1
H=2 1 4L ey n-n e

12
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Diagram vpravo od matice znazoriuje u¢inok hradla H na qubit v stave | ),
kde x = 0,1 [1].
Vsimnime si $peciélny pripad, ked je na vstupe | 0):

0y —| H o1y
V2 (2.3)

Na vystupe dostaneme superpoziciu | 0) a | 1). Tento stav qubitu predstavuje
jeden zo zékladnych nebazovych kvantovych stavov. Jeho vyznam spociva v
tom, Ze pri merani moze nadobudnit s rovnakou pravdepodobnostou obidve
mozné logické hodnoty.

Fazové hradlo
Fazové hradlo ¢ meni fazu Casti stavu qubitu odpovedajucej | 1) o ¢. Mati-
cové vyjadrenie hradla je [1]:

6= [(1) 6%] 2y D ey (2.4)

Univerzalita Hadamardovho a fazového hradla
Spojenim dvoch Hadamardovych a dvoch fazovych hradiel mézeme vygene-
rovat Tubovolny stav qubitu:

0 >+ o 0 ' 0
| 0) Hle—H o cos§\()>+e’¢sin§|1). (2.5)

Overenie:

oo [li A6 alEl A1)
1
2

1+ e _ il [ cosg
e2™(1—¢e?) | " | e’sin

Nakolko na globalnej faze qubitu nezalezi, Hadamardovo hradlo a vhodné fa-
zové hradla mozu skutoc¢ne reprezentovat Iubovolné dalsie hradlo pdsobiace
na jeden qubit.

Pauliho-X,Y,Z hradla

Pauliho matice st uzito¢né, pretoze pomocou nich modzeme rotovat vektory.
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Hradla X, Y, Z st vyznamné preto, lebo v maticovej reprezentacii im odpo-
vedaju prave Pauliho matice:

X—{?é} )X | 1=, (26)

Y:[? _OZ} |2y y i=nT|1—a), (27

Z = (=1)"|x). (2.8)

N
I
| —
-
o
[
&
l

—1

Operatory rotacii okolo osi %, %, Z 0 uhol 0 definujeme nasledovne:

» 7 0 cos? —isin?
— —i0X/2 _ YT sdin o _ 2 2
R.(0)=e cos 2[ isin 2X [ isin?  cos? ] : (2.9)
- 0 0 cos? —sin?
— —i0Y/2 — T _idin 2V — 2 2
R,0)=e cos 2] isin 2Y [ “sin?  cos? } : (2.10)
, 9 9 —i6/2
R.(0) = e %/? = cos gl —isingZ = [ ¢ 0 e};ﬂ } : (2.11)

Vyznam rotécii je zrejmy; unitarne operacie predstavuju vo vSeobecnosti ro-
tacie. Euler ale ukézal, Ze rotéciu okolo lubovolnej osi mozeme poskladat s
pouzitim iba rotéacii okolo dvoch réznobeznych osi.

To modzeme vyuzit pri kvantovych hradlach. Unitarne operacie na qubi-
toch predstavuju rotacie na Blochovej sfére. Ak za réznobezné osi vezmeme
y-ova a z-ovu os (tzv. Z-Y rozklad pre qubit), pre operaciu U na jednom
qubite plati:

U = ¢ R.(B)R, (7)R.(0), (2.12)

pre vhodné «, 3,7, d. Dokaz je jednoduchy, sta¢i do rovnice (2.12) dosadit
vyjadrenia z rovnic (2.10) a (2.11), potom

ei(a—=B/2-5/2) ¢og 3 —ei@=B/249/2) gip 3
6i(a+ﬁ/2—6/2) sin % ei(a+5/2+5/2) CcoSs %

(2.13)

Nakolko riadky aj stlpce U st ortonormalne, U je unitarna. Uzito¢né bude
aj nasledujuce tvrdenie:

Tvrdenie 2.1.1. Nech U je unitirne jednoqubitové hradlo. Potom exis-
tuji unitarne jedno-qubitové operatory A, B, C také, ze ABC =1 a U =
e “AXBXC, kde o je globdlny fazovy faktor.
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Toto tvrdenie spolu s dokazom mozeme nasjt v [2]. Podotknime, Ze v znaceni
podla (2.12) bude

A= R.(B)R,(7/2), (2.14)
B = Ry(_V/z)Rz(_<5+ﬁ)/2)’ (215)
C = R.((6 — 3)/2). (2.16)

Tvrdenie 2.1.1 pouzijeme pri budovani kontrolovanych hradiel.

Priklad: Najdime A, B,C a « pre Hadamardovo hradlo.
1 1

Riegenie: Najskor uréime o, 3,y a 0 v rovnici (2.13), kde U = H = \/LE [ 1 1

a=7/2,=0,7=m/2,0 =m. Potom

_ _ COS% —Sin%
A= ROR/) = [ GoF T,
T im/4 s T —imw/4
_ . . _ C0886 . Slnse .
B = R(nr.(n/ = | RETL mET
e—iT(/4 0
c=n=| )" o

2.2 Kontrolované hradla

Velmi dolezité kontrolované hradlo je kontrolovand negécia, C-NOT. Na
vstupe C-NOT st dva qubity, kontrolny a cielovy. Ak je kontrolny qubit
v stave | 1), ciefovy qubit sa zneguje. Ak je kontrolny qubit v stave |0),
cielovy qubit sa nezmeni. Hradlu C-NOT odpovedé nasledujica matica a
diagram:

1
0
C_O

(2.17)
0010 | y) |z @ y)

kde z,y = 0 alebo 1 a & znadi s¢itanie modulo 2 (XOR) [1]. Pomocou C-
NOT hradiel mozeme zostrojit obvod, ktory zameni dva qubity, tzv. swap
(obr. 2.1).

O = O
o O O
— o O

Ukézme si postup, ako modzeme zostrojit kontrolované-U hradlo, kde U je
[ubovolnd unitdrna matica 2 x 2. Prislusny diagram je na obr. 2.2. Budeme
potrebovat hradlo, ktoré v pripade, ze kontrolny qubit je | 1), posunie fazu

|
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% % ’
Obr. 2.1: Obvod vykonavajici zamenu dvoch qubitov

cielového qubitu o «, teda prenésobi cielovy qubit faktorom e*®. Obvod,
ktory toto uskutocni, je mozné poskladat s pouzitim jednoqubitového fazo-
vého hradla (obr. 2.3).

—

U
Obr. 2.2: Kontrolované-U

T _ Lo
o2l

Obr. 2.3: Kontrolovany posun fizy a jeho ekvivalentny obvod pre dva qubity.

Ak si uvedomime, ze hradlo X posobi ako negacia a vyuzijeme tvrdenie 2.1.1,
mozeme skonstruovat obvod na obr. 2.4.

Problém kontrolovaného-U hradla mdzeme zovSeobecnit: Majme n kontrol-
nych qubitov a nech U je unitarny operator pdsobiaci na k qubitov (obr.
2.5). Potom definujeme C™(U) operéciu ako

C™U) |m1za ... xp) | ) = | w120 . . 2y) UTHF250 | 0)) (2.18)
kde zi25 ... x, v exponente je suc¢in hodnot x, zs, ..., x,. Vyznam je jasny
- ak pre kazdé i = 1,...,n plati x; = 1, tak na cielové qubity aplikujeme

U, ak aspon pre jedno ¢ plati x; = 0, cielové qubity zostanii nezmenené.
Podotknime, Ze | ) € A",

Vyznamné kontrolované hradlé sa Fredkin a Toffoli hradla. Fredkin hradlo
(obr. 2.6) vykonéva kontrolovany swap, teda ak je kontrolny qubit v stave
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T : 2]

u Cr—o 1B A
Obr. 2.4: Obvod, ktory vykondva kontrolované-U. Ak je kontrolny qubit | 0), na cielovy qubit
posobi ABC = 1.

Obr. 2.5: Obvod, ktory vykonava C™ — U, kde U pdsobi na k qubitov; n =5 a k = 3.

| 1), tak dva cielové qubity vymeni, ak je kontrolovany qubit v stave |0), ne-
ché cielové qubity nezmenené. Klasické Fredkin hradlo je dalSie reverzibilné
a univerzalne hradlo.

—_—

Obr. 2.6: Fredkin hradlo, kontrolovany-swap

Toffoli hradlo, resp. C*— NOT (kontrolovana kontrolovana negacia), vykoné
negaciu cielového qubitu, ak st kontrolné qubity v stave | z1)|xzq) = |1)|1).
Ak je cielovy qubit na zafiatku v stave |¢) = |0), na vystupe je v stave
| 1) = |21 A |22)) (obr. 2.7). Takto sme schopni uskuto¢nit logickt operaciu
AND, ktora je klasicky irreverzibilnd. Na druhu stranu, ak je na vstupe
cielovy qubit v stave | 1), Toffoli hradlo sa sprava ako NAND hradlo. Nakolko
NAND hradlo je univerzalne pre klasické vypocty (vid podkapitolu 1.1),
bude aj Toffoli hradlo univerzalne (pre klasické vypocty). Dokonca sa da
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ukézaf, ze Hadamardovo a Toffoli hradlo tvoria univerzalnu sadu hradiel
pre kvantové vypocty [6].

| 21) | z1) | 1) | z1)
E2Y) E2Y | 2) E2Y
| ) | T122 B V) 1 0) | 2122)

Obr. 2.7: Toffoli hradlo a 3pecidlny pripad so vstupom |)) = | 0)

Pomocou Toffoli hradiel mézeme vytvorit obvod C™(U), kde U pdsobi na
jeden qubit (a hradlo U moZzeme vytvorit zo zékladnych jednoqubitovych
hradiel)(obr. 2.8). Pri implementécii budeme naviac potrebovat n — 1 pra-
covnych qubitov, ktoré budi na vstupe aj na vystupe v stave |0).

] -

N

N d
7! I
N N

&

&

:

Obr. 2.8: Kvantovy obvod vykondvajici C™(U) pre n = 5 a U pdsobiace na jeden qubit.

Na koniec podkapitoly zavedieme obdobou C-NOT hradla. Hradlo C-NOT
negovalo cielovy qubit, ak bol kontrolny v stave | 1). Volba stavu kontrolného
qubitu je de facto na nds, a preto mozeme zostrojit aj kontrolované hradlo,
ktoré neguje cielovy qubit v pripade, Ze kontrolny qubit je v stave |0) a
nerobi ni¢, ak je kontrolny qubit v stave |1). Takéto hradlo je znézornené
na obr. 2.9.
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N
N

Obr. 2.9: Kontrolovand negécia s opa¢nou podmienkou.

2.3 Univerzalne hradlo

Predstavme si unitarnu maticu U, ktora posobi na 3-dimenzionalnom Hil-
bertovom priestore (kvantové hradlo s 3 vstupmi). Tato matica sa da rozlozit
na sucin dvojurovniovych matic, tj. matic netrivialne posobiacich na dve a
menej zloziek vektora, nasledujicim spdésobom:
Nech
apil Q2 Q13
U= 921 Q922 Q923 (219)

as1 az2 Gs3
Nagim cielom je néjst dvoj-tirovitové matice Uy, Us, Us tak, aby
U3U2U1U == [, (220)

kde I je jednotkova matica. Vyuzitim unitarity U dostaneme:

U = U{UjUl. (2.21)
Postupujme nasledovne:
( 1.0 0
=0;U;=|0 10
|0 0 1
a2 - aly a3, (2.22)
7& 0 U \/|a%1 +|a%1| \/|a%1 +|a§1|
; 1 = azi —aii
VIgh|+lagi] /ladi[+]a3]
L L 0 0 1

Potom
ay ayp Gy

! ! /
Qgz; Gzp Q33



2.3 Univerzalne hradlo 20

teda v druhom riadku na prvom mieste bude 0. Presné hodnoty dalsich
elementov nie st podstatné.
Podobnym postupom néjdime Us:

( [ a, 0 0
=0; Uy = 0 10
| 0 01

agl [ afy agy (2'24)

0 —sL
i +ei] ]
0 1 0

#0; Uy =
—ahy

!
% ) ——%
12 12 12 12
k LV ’a11’+|‘131| ’a11’+|a31|

Tym dosiahneme, 7Ze sucin UsU;U bude mat nulu aj v lTavom dolnom rohu:

n 1 1 1

1 ajy ajs 1 ajy ajs
_ " " o " "
1 1 1 "

0 az, as 0 as, as

Kedze Uy, Uy aj U, musi byt aj UyU; U unitarna a teda pozadujeme affy, = 0,
alls = 0 (riadky, resp. stipce unitdrnej matice musia mat normu rovnt 1).
Nakoniec urc¢ime Us:

1 0 0
Us= |0 a3y a3 (2.26)

0 ag; asg;
Lahko overime, e UsUyUyU = I. Takze dostévame U = U UJUJ.

Uvedeny postup modzeme pouzit aj na matice typu d x d. Najdeme dvo-
jurovniové matice Uy, ..., Uy 1 tak, ze sucin Uy_1Uy 5 ... U U ma jednotku
v lavom hornom rohu a zvy$né prvky prvého riadka a stipca nulové. Takto
postupujeme dalej pre maticu (d — 1) x (d — 1). U dostaneme ako suéin k
dvojuroviovych matic, kde

E<(d—1)+(d—2)+...+1=d(d—1)/2 (2.27)

Hradla posobiace na n qubitov st reprezentované maticami radu 2", takze
vo vysledku ich mézeme nahradit 2"~!(2" — 1) dvojbitovymi hradlami. Toto
je horny odhad a v Specidlnych pripadoch mézZe byt samozrejme pocet hra-
diel mensi.
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Zostéava eSte vyrieSit implementéciu dvojuroviiovych hradiel posobiacich na
n qubitov (z toho na n — 2 qubitov trividlne, identicky). PouZijeme na to
jednoqubitové hradla, C-NOT a Sedé kddy'. Predstavme si dva rozdielne n-
bitové retazce, s a t. Sedy kod je postupnost binarnych retazcov zaéinajica
s a konciaca ¢, pricom kazdy nasledujuci ¢len postupnosti sa od predcha-
dzajtceho 1isi iba o jeden bit. Dalej uvazujme maticu U ako netrividlnu
podmaticu U typu 2 X 2 a ¢1, ga, . . ., gm nech predstavuje Sedy kéd, pricom
g1 =8, gn =t am < n + 1. Myslienka je nasledovna. Najskor vykoname
zmeny |g1) — |g2) — ... — | gm-1), potom zaposobime kontrolovanym-U
posobiacim na qubit, v ktorom sa li$i | g,,,_1) a | g,,) a vratime spét zmeny vy-
konané na ostatnych qubitoch, tj. | gm—1) — | gm—2) — ... — | g1). UkdZme
si to na priklade.

Priklad: Navrhnime obvod na implementaciu operacie

a 000000 c
01000000
00100000

;_ 00010000
00001000]|’
00000100
00000010
5000000 d|]

pricom a, b, ¢, a d st komplexné cisla také, ze U= { Z ccl } je unitarna

matica.

Riesenie: U posobi netrivialne iba na stavy |000) a |111). Sedy kéd spa-
jajaci 000 a 111 je:

A B C
0 0 O
0 0 1.
0 1 1
1 1 1

Obvod pre implementaciu je znazorneny na obr. 2.10. Najskor zamenime

! Anglicky nazov je Gray codes. Autor bakalarskej prace sa s tymto pojmom stretol
prvy krat a preto sa uchylil k doslovnému prekladu.
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stav | 000) za |011), potom zapdsobime U na prv{’ qubit stavov |011) a
| 111) a vratime spéf | 011) do stavu | 000).

A—o—o—fgF—o0—-0

N

C N N
N N
Obr. 2.10: Obvod implementujici zadané U

2.4 Naroénost a aproximacie

Standardna sada univerzalnych hradiel pozostéva z Hadamardovho, fazo-
vého a C-NOT hradla. Odhadnime, kolko takychto hradiel potrebujeme na
vykonanie Tubovolnej operacie U na n qubitoch. Ako sme ukézali pred par
riadkami, kazdi taktto operaciu mdzeme vykonat pomocou O(2%") = O(4")
dvojtroviiovych matic. Pre dvojaroviiovii maticu bude implementacia Se-
dého kédu vo vSeobecnosti vyzadovat 2(n — 1) kontrolovanych operécii, pri-
¢om kazdu z nich mézeme realizovat pomocou O(n) jednoqubitovych a C-
NOT hradiel. Kontrolované-U tiez vyZaduje O(n) hradiel. Dohromady teda
implementécia fubovolnej operdcie U na n qubitoch vyzaduje O(n?4™) jed-
noqubitovych a C-NOT hradiel, ¢o je exponencidlne mnoho.

Nakolko je mnozina unitarnych operécii spojité, je zrejmé, Ze diskrétna
sada unitarnych operacii nemoze simulovat vSetky operécie iplne presne, ale
moze ich dostatoéne presne aproximovat. Chybu, kedy operacia V' nahradi
(aproximuje) operaciu U definujeme takto:

E(U,V) = maxjy [|(U = V) [4)] (2.28)

D4 sa ukéazat, ze ak E(U,V) bude malé, tak Tubovolné meranie uskutoc-
nené na stave V' |1) da priblizne rovnaké sStatistické vysledky, ako mera-
nie na stave U |v), kde |v) je inicializacny stav. Aké je efektivita apro-
ximacie operacii s pouzitim diskrétnej sady hradiel? Podla Solovayovho-
Kitaevovho teorému sa Iubovolnd jednoqubitova operacia da aproximovat
pouzitim O(log® (1/€)) hradiel z diskrétnej sady, kde € je pozadovand pres-
nost (E(U,V) < ¢€). Problémom ale je, Ze niektoré n-qubitové operécie nie
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je mozné aproximovat efektivnejsie, ako s pouzitim (2" log (1/¢€) /log(n))
operécii, ¢o je opit exponencidlna zavislost na n.

Velky pocet hradiel nesie so sebou technické problémy. Okrem vypocetnych
chyb je to aj priestorova a ¢asova narocnost, ¢o ma za nasledok vicsiu nachyl-
nost na chyby vzniknuté dekoherenciou qubitov. Exponencidlna naro¢nost
déva aj odpoved na otdzku, preco sa neuspokojime iba so Standardnou sa-
dou univerzalnych hradiel. Podla problému, ktory rieSime, mozeme zostro-
jit dalsie a dalsie hradla na zefektivnenie vypoctu. Prikladom toho mézu
byt prave Toffoli a Fredkin hradlé, ktoré sa daju vyrobit ako samostatné
objekty. Ich konstrukcia je popisand napriklad v [7]. Druhym parametrom
charakterizujuci kvantovy obvod je poc¢et pomocnych qubitov. Samozrejme,
tiez pozadujeme ich minimum.



Kapitola 3

Aplikacie kvantového pocitaca

3.1 Kvantovy paralelizmus

Superpozicia stavov kvantového registra je kIuc¢ ku kvantovému paralelizmu.
Predstavme si jednobitovt funkciu f(z) : {0,1} — {0,1}. Principidlne sme
schopni zostrojit dvojqubitové hradlo Uy, ktoré z pociatoény stav qubitov
| z) | y) prevedie na |z) |y @ f(x)). Specidlne pre |y) = |0) dostaneme na
vystupe |z) | f(z)). To znamena:

(0411 gy [ L [0FO)+|]a)
vz 10) — Y] 2 : (3.1)

S vyuzitim superpozicie sme mohli uskuto¢nif v jednom cykle vypocet f(x)
pre obidve mo’né hodnoty = = 0,1. Tento priklad mozeme zovSeobecnit.
Predstavme si funkciu f(z) : {0,1}" — {0, 1} a hradlo U; posobiace na kvan-
tovy register velkosti n+1, ktoré stav | z) | y) zobrazi na stav | x) |y @ f(x)) ,
re€{0,1}"={0,1,...,2" — 1} ,y € {0, 1}. Volbou stavov | z) = \/%7 S k)

pre prehladnost sme radsej zvolili zapis v desiatkove) sustave) a |y) =
h]., d ) dv . ll ;. d . k . , 0
dostaneme
Sheg k) Sheg 1R £ (k)
T 10 Us IV (3.2)

V tomto zmysle je rychlost vypoctov kvantového pocitaca exponencialne
rychlejsia ako pocitaca klasického - zatial ¢o klasicky pocita¢ musi vypoci-
tat f(x) pre kazda hodnotu z zvlast, kvantovy pocita¢ dokaze uskutocnit
vSetky tieto vypocty paralelne v jednom cykle. Znovu ale pripominame, Ze

24
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meranim kvantového registra dostaneme iba jednu hodnotu | z) | f(x)). Pa-
ralelizmus mé vyznam iba ak ho spravne vyuzijeme. Ak chceme spocitat
nejakd hodnotu f(x), mézeme kludne pouzit klasicky pocita¢. To, ¢o dava
kvantovému pocitacu vyznam, je schopnost odpovedat na otazky tykajtuce
sa vlastnosti funkcie f(x). UkdZeme si to na jednoduchom priklade.

3.2 Deutschov algoritmus

Uvazujme funkciu f(z) : {0,1} — {0,1}. Chceme rozhodnut, ¢i f(z) je
konstanta, tj. f(0) = f(1), alebo nie, tj. f(0) # f(1). V klasickom pocitaci
nemame ini moznost, ako spocitat hodnoty f(0), f(1) a potom ich porov-
nat. S vyuzitim kvantového paralelizmu ale moze kvantovy pocitac¢ vyriesit
tento problém jednym vypoctom.

Zoberme hradlo Uy pdsobiace na 2 qubity, Uy |z) |y) = |z) |y & f(x)).
Deutschov algoritmus v sebe okrem kvantového paralelizmu vyuziva aj kvan-
tovu interferenciu, v nasom popise reprezentovant nasobenim relativnych faz
jednotlivych qubitov z registra.

Obvod vykonavajici Deutschov algoritmu je znézorneny na obr. 3.1. Postup
je nasledovny:

1. Za¢neme s kvantovym registrom v stave |1¢) = |0)|1)

2. Pomocou Hadamardovych hradiel dame register do stavu
) = [|0}|1>} [|o>f } 1) =) = ‘00>7‘01>;‘10>7|11>

3. Pasobenim Uy na | 1)) dostaneme |1)3):

. 0—=0 _ 100)—[01)+[10)—| 11) _
f 0—1 | ) = LOUZLOOHINZI10) _ |y
11 3 2
0—1 01)—| 00)+|10)—| 11
f L0 |¢3>:|1>| >42r|1>\1>:_’_>‘_>
0—0 00)—|01)+|11)—| 10
f L1 |¢3>:| )~ >42r|1>\1>:’_>‘_>

4. Vidime, ze v prvom qubite je obsiahnuté informécia o tom, ¢i je f(z)
konstantna; | +) znamena ano, | —) znamend nie. V podstate mozeme
meranim v baze {|+),|—)} ziskat vysledok uz teraz, pre uplnost ale
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este aplikujeme Hadamardovo hradlo (vyuzijeme vlastnost H~! = H).
Dostaneme tak konen¢ny stav registra | ¢4):

f(z) je konstantna |4) = £1]0) | —)

f(z) nie je konstantnd |i4) = £]1)|—)

Nakoniec staci zmerat hodnotu prvého qubitu.

10) H H A
Uy

1) H

=1

(1) 2 3 (4)

Obr. 3.1: Implementéacia Deutschovho algoritmu

3.3 Kwvantova Fourierova transformacia

Silnym néstrojom na rieSenie niektorych matematickych problémov je trans-
formécia na iny problém, ktorého riesenie uz pozname. Jednou z nich je dis-
krétna Fourierova transformacia. Definujeme ju ako zobrazenie komplexného
vektoru [zg, x1,...,2y_1] na iny komplexny vektor, [yo, v1, ..., yn_1], kde:

N—
1 2 ijk/N
P = —— Z i (3.3)
VN 7=0

Kvantova Fourierova transformacia (QFT) je na ortonormélnej baze |0),
|1), ..., |2™ — 1) definovana ako:

2" —1

Z e27rz]k/2” ’ k’ (34)

De facto sa jedna o diskrétnu Fourlerovu transformaciu, rozdiel spociva v
zavedenej notacii. Naviac sme zvolili NV = 2", ¢o predstavuje pocet bazovych
stavov kvantového registra velkosti n.

Na skonstruovanie prislusného obvodu potrebujeme iba dva typy hradiel:
Hadamardovo H a kontrolované fazové hradlo, ktoré budeme znacit B(¢)
(vid 2.4). Moézeme postupovat nasledovnym spdsobom:
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1. V prvom kroku zostrojime QFT obvod pre jeden qubit - obvod pozos-
tavajuci z jedného Hadamardovho hradla.

2. Pre dvojqubitovit QFT naviac pridame kontrolované fazové hradlo
B(7) a H hradlo posobiace na druhy qubit

3. Postupne priddvame dalsie B(¢) a H hradla. ¢ je uréené vstupnymi
qubitmi B(¢), tj. ak j-ty qubit je kontrolny a k-ty qubit cielovy (j ¢,
k), tak ¢ = 2w /27 7k,

Napriklad pre styri qubity vyzerda QFT obvod nasledovne:

| 20) —|H| 1 |0) + 272 [ 1)
| 21) H| |0) + emi/2 | 1)
E2Y H]| |0) + emi/2" | 1)
EZY (H | [0) + e2mie/2! | 1)

H B(x) H B(5)B(r) H B(Z)B(5)B(r) H

Obr. 3.2: Stvorqubitova QFT [1]

Nakolko kazd4 pouzitd operacia je unitdrna, takto uskutocnenéd kvantova
Fourierova transformacia je tiez unitarna. Obvod, ktory vykonava QFT na n
qubitoch bude potrebovat n hradiel H a n(n—1)/2 kontrolovanych fazovych
hradiel B, ¢o spolu predstavuje n(n + 1)/2 zékladnych hradiel. Mézeme
povedaf, ze narocnost QFT je O(n?).

3.4 Odhad fazy

Nech U je unitarny operator na m qubitoch s vlastnym vektorom |u) a
vlastnou hodnotou e**, kde ¢ je nezndme. Kvantovti Fourierovu trans-
forméaciu mozeme vyuzit k n-bitovému odhadu ¢. Predstavme si, Ze méame
k dispozicii ¢ierne skrinky schopné pripravit stav |u) a previest operaciu
kontrolované-U? | kde j je predstavuje ¢isla 0, 1, ..., n — 1. Na zadiatku
zostrojime nasledujtci obvod [1]:
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10) + 1) | 0) + €% | 1)

10) + 1) | 0) + €29 | 1)

10) + 1) | 0) + €% | 1)
| u) U U2 U | u)

Na konci mame druhy, m-bitovy, register v pévodnom stave |u), zatial ¢o
prvy, n-bitovy, je v stave

2" —1
ian—1 ian—2 i 1 i gk
[0+ [1))(|0)+6 7 [ 1) -+ (| 00+ 1) = s >~ T [ k).

k=0

1
T
(3.5)

V dalSom kroku aplikujeme na prvy register inverzni Fourierovu transfor-
méaciu pouzitim obrateného obvodu pre QFT na 3.5:

2" —1

oz O T k) — [ 9) (3.6)

k=0

a nakoniec zmeriame )gg>, ¢im dostaneme dobry odhad ¢. Presnejsie, ak

¢ = 2mx/2", kde x = S0 2a; je n-bitové celé &islo, tak vyssie uvedeny
algoritmus d& presnit hodnotu ¢ [1]. Vo vSeobecnosti je odhad ¢ spravny v
n — ﬂog (2 + 2%)} bitoch s pravdepodobnostou tspechu 1 — ¢ ([z] je cela
horna cast x) [2].

3.5 Hladanie radu

Nech dve prirodzené ¢isla a a N, a < N st nedelitelné. Rad a modulo N je
definovany ako najmensie prirodzené ¢islo r také, Ze a” = 1(mod N). Prob-
1ém hladania radu spociva najst r pre zadané a a N. Kvantovy algoritmus
spociva iba v pouziti algoritmu pre odhad fazy aplikovanom na unitarny
operator

Uly) =|ay(mod N)). (3.7)
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Na rad r sa mozeme pozriet aj ako na periédu funkcie f(x) = a” mod N, tj.
najmensie r > 0 také, ze f(x) = f(x+r) pre vSetky z. Pre 0 < s <r—1st
vlastné stavy U vektory

lug) = % ;i::exp [—2”;31“1 |a* mod N) (3.9)

s vlastnymi hodnotami exp [@], odkial mézeme dopocitat rad r.

Na uskutocnenie tohoto algoritmu potrebujeme dve veci: za prvé, mu-
sime dokazaf efektivne implementovat kontrolované-U?" operacie, za druhé,
musime vediet efektivne pripravit vlastné stavy |us). Prvi poziadavku mo-
zeme uskuto¢nit pomocou tzv. moduldrného umocriovania. Potrebujeme k
tomu O(L?) operacif, kde n = 2L + 1+ [log (2+ £)] [2].

Priama priprava |u,) vyzaduje znalost r, ktori ale nemame. Mézeme
vSak pouzif maly trik. Ak si v§imneme, Ze

223 luh =1, (39)

v procedure odhadu fazy pouzijeme v prvom registri n = 2L+1+ ﬂog (2 + 2%)]
a druhy register pripravime do stavu | 1), tak pre kazdé s = 0,1,...,r—1 do-
staneme na vystupe 2L + 1-bitovy odhad fazy ¢ ~ s/r s pravdepodobnostou
najmenej (1 —¢€)/r.

3.6 Faktorizacia

Predstavme si, ze chceme najst prvociselné delitele nejakého zlozeného priro-
dzeného ¢isla (tj. nie prvocisla) N. D4 sa ukéazat ([2]), Ze problém faktorizacie
mozeme previest na hladanie rddu nasledujicim postupom:

1. Ak je N parne, vrat ¢islo 2.

2. Over, & N = a’ pre nejaké prirodzené ¢isla @ > 1 a b > 2 a ak 4no,
vrat ¢islo a (toto moZeme urobif s pouzitim klasického algoritmu).

3. Néhodne vyber z € {1,2,...,N —1}. Ak ged(x,N) > 1, tak vrat
ged(z, N) (ged(a, b) je najvacsi spoloény delitel a a b).

4. Pouzi podprogram na najdenie radu r ¢isla x modulo V.
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5. Ak r je parne a 2"/ # —1(mod N), tak vypoéitaj ged(z"/? — 1, N),
ged(2™/2 4+ 1, N) a otestuj, ¢ nejaké z nich je netrivialny delitel. Ak
4no, navrat ho. V inom pripade algoritmus zlyh4.

Takyto proces faktorizicie vyzaduje O((log N)?3) operacii, no nemusi vzdy
uspiet (pravdepodobnost tspechu je O(1)). Na druht stranu, ak mame na
vystupe nejaké ¢islo, vieme lahko overit, ¢i deli V.

Na ¢o mozeme vyuzit faktorizaciu? V stcasnosti je jednou z najpouzivanej-
sich kryptografickych metdd tzv. RSA. Na jej zlomenie je potrebné rozfakto-
rizovat velké ¢islo N na dve prvocisla p a ¢, N = pq. Najlepsi znamy klasicky
algoritmus GNF'S - General Number Field Sieve je O (exp [(%4]5) 1/3 (log k:)z/ﬂ ) :

kde k je pocet bitov faktorizovaného ¢isla, ¢o z praktického hladiska zna-
mend, ze RSA je klasicky neoblomna. Kvantové pocitace umoznuju zlomit
RSA efektivnym sposobom.



Z.aver

Praca bola konceptovana tak, aby obsiahla zakladné stavebné kamene kvan-
tového pocitaca a ukazala niektoré jeho aplikacie. Problematika kvantovych
vypoctov nekonci pri univerzalnom hradle, ale je to nevyhnutny zaciatok pri
budovani kvantovych logickych obvodov. Druhym nevyhnutnym predpokla-
dom je pochopenie paralelizmu kvantového pocitaca.

Nakoniec sa eSte pozrime na dosiahnuté tspechy v realizacii kvantového
pocitaca. Ako uviedol server News.com|8], vo februéri 2007 predstavila Ka-
nadské firma D-Wave kvantovy pocita¢ Orion, ktory obsahoval 16 qubitov.
Pri demonstracii vyriesil Sudoku, z chemickej databazy vyhladal molekuly
s podobnou strukturou ako Prilosec a nasiel zasadaci poriadok s najmensim
poctom poruseni poziadavok hosti. Pre skutocné vyuzitie je vsak potrebné

.....

chyby do vypoctu a zlepsit stabilitu kvantovych stavov.
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