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rozmérné Schrodingerovy rovnice v pripadech, kdy ji neni mozné fesit separaci
soutadnic. Vysledky jsou aplikovany na Schrodingerovu rovnici s potencialem tva-
ru kvartického polynomu, tvaru sextického polynomu a tvaru kvartického Mor-
seho potencialu. V téchto pripadech byly nalezeny analytické formule pro vlnové
funkce zakladniho stavu a prislusnou hodnotu energie. Pro specifickou tridu po-
tenciali typu kvartického polynomu se podafilo najit i analytickou formuli pro
vlnovou funkci jednoho excitovaného stavu a odpovidajici energii.
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Predmluva

V podstaté jedinou rozsifenou metodou, jak najit analytické vzorce (t.j. vzorce
vyjadfené pomoci kone¢ného poétu operaci s elementéarnimi funkcemi) pro vino-
vé funkce fesici dvojrozmérnou Schriodingerovu rovnici a odpovidajici energie je
metoda separace proménnych. Tato metoda umoznuje ve specifickych pripadech
rozdélit dvojrozmérnou Schrédingerovu rovnici na dvé jednorozmérné. Obvykle
je pfi tom vyuzita skutecnost, ze problém ma urcitou symetrii. Metod feseni
jednorozmeérnych Schrodingerovych rovnic je pak k dispozici velmi Siroka skala.

Ptirozené se nabizi otazka, zda existuji takové typy dvojrozmérnych kvantove-
mechanickych problémii, které nelze Tesit separaci proménnych, je vsak mozno je
analyticky vyfesit jinou metodou. Cilem préace bylo takové problémy najit a najit
vhodnou metodu, jak je analyticky vytesit. Vychozi metodou pfi tom byla metoda
rozvoje do funk¢nich polynomi pro jednorozmérné problémy.

Metodu rozvoje do funkénich polynomii se nam podatilo zobecnit i na dvojroz-
mérné problémy. Pii tom jsme nasli obecné analytické formule pro vinové funkce
zékladniho stavu a odpovidajici energii pro Schrodingerovu rovnici s potencidlem
tvaru polynomu ¢tvrtého fadu (kvartického polynomu) a pro specifickou t¥idu
potencialil tvaru polynomu Sestého radu. Pro specifickou tfidu potencial tvaru
kvartickych polynomt se podarilo najit i formule pro jeden excitovany stav a od-
povidajici energii. Dale byla nalezena analyticka formule pro vlnovou funkci a od-
povidajici energii jednoho z rozptylovych stavi pro jednu t¥idu P7 -symetrickych
kvartickych potenciald. Nalezli jsme téz analyticky vztah pro vlnovou funkci za-
kladniho stavu a odpovidajici energii pro kvarticky Morseho potencial.

Prehled problematiky a pouzitd metoda rozvoje do funkénich polynomt jsou
podany v kapitole[Il V dalsich kapitolach jsou pak uvedeny nové vysledky. Metoda
rozvoje do funkcénich polynomt pro dvojrozmérné problémy s potencidlem poly-
nomialniho typu véetné PT-symetrického problému je prezentovana v kapitole
2l Dalsi zobecnéni metody rozvoje do funkénich polynomt, kdy je analyzovano
jeji uziti pro jiné dvojrozmeérné potencialy nez polynomialniho typu je uvedeno
v kapitole



1. Uvod

Hovofime-li o feSeni (bezc¢asové) Schrodingerovy rovnice, at uz jde o jednoroz-

meérnou )

— L) + V() = Bol) (1)
nebo dvoj- respektive trirozmérnou
— AY(z,y) + V() (z,y) = E(z,y), (1.2)
kde 82 82 82 82 62
A= @ + a—y2 respektlve A= @ + a—y2 + @, (13)

mame na mysli dvé dlohy:

1. Nalezeni vlastnich ¢isel Hamiltonova operatoru, t.j. nalezeni hodnot E, pro
néz existuje 1, které fesi rovnici (IL1J), respektive (L2)).

2. Nalezeni pfislusnych vlastnich funkei v

Pokud v této praci hovorime o analytickém feseni, mame tim na mysli vyfeseni
obou tuloh a to ve tvaru explicitnich vztahti, kde jsou elementarni funkce kombi-
novany koneénym poctem operaci +, —, -, / a sklddanim. Nehleddme tedy feSeni
ve tvaru specialnich funkci nebo nekonec¢nych fad.

Nékteré zakladni problémy kvantové mechaniky lze vyresit elementarnimi ma-
tematickymi metodami, tyto tlohy jsou dobfe znamy z ucebnic zakladt kvantové
mechaniky, napiiklad [4, 11]. Témito problémy jsou zejména volna ¢astice, pra-
vouhla potencidlova jama nebo bariéra a harmonicky oscilator. Dale je mozno
fesit fadu vicerozmérnych problémi, pokud je mozno provést separaci viceroz-
mérné Schridingerovy rovnice na jednorozmérné. Za zakladni problémy zde lze
povazovat vicerozmérné oscilatory, kdy je mozno provést separaci soutadnic diky
eliptické (ve specidlnim pripadé kruhové) symetrii a vodikovy atom, kde lze diky
sférické symetrii fesSit samostatné radialni a thlovou cast.

V této praci se zabyvame zejména potencidly, které maji tvar polynomu ¢tvr-
tého fadu, v jednorozmérném piipadé to je (tzv. kvarticky potenciél)

V(z) = Vyat + Vaz® + Voa? 4 Vi (1.4)

Tento potencial v sobé zahrnuje dva vyznamné problémy: anharmonicky oscila-
tor a dvojitou jamu. Oba modely maji vyznamné uplatnéni v chemické fyzice a
dalsich oblastech. Schrédingerova rovnice s potencidlem (4] v obecném piipadé
analyticky fesitelnd neni. Problém je studovan v mnoha publikacich, naptiklad
[T, 13, [12], [15], 17, 18, 28, 29] B0], Ukézalo se, Ze pokud jsou splnény urcité podminky
pro potencialové koeficienty Vi az Vj, pak analyticka feseni existuji.

Obecnéjsi ulohou je feseni Schrodingerovy rovnice s polynomidlnim potenci-
alem vyssiho fddu nebo s potencidlem tvaru (kone¢né) mocninné fady, kde jsou
zahrnuty i zaporné exponenty (viz napiiklad [I], 10, 13, BT 34]).

Dalsim vyznamnym typem potencialu, ktery ma vztah k této praci, je Morseho
potencial. Ten ma v jednorozmérném pripadé tvar

V(r)=D[1— e (1.5)
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a patfi mezi analyticky feSitelné problémy. Tento potenciél je studovan naptiklad
v publikacich [8], 14} 19, 21, [31].

Metoda rozvoje do funkénich polynomil byla formulovana pro jednorozmérné
problémy[9] 22 23]. Pfedmétem této prace je zobecnéni této metody na dvojroz-
meérné tlohy a vyreseni konkrétnich problému. V praci nepredpokladdme zadnou
symetrii problému a v obecném piipadé neni mozné provést separaci souradnic.

Metoda rozvoje do funk¢nich polynomt vychéazi z pozorovani, ze vétsinu po-
tenciali, pro které lze najit analytickd FeSeni (vlnové funkce i energie) pfislusné
Schrodingerovy rovnice, lze zapsat ve tvaru

V(z) =) Vif"(x). (1.6)

Funkce f(z) je redlnd funkce spliujici podminku

df(x) m
- Z%:fmf (v), (17)

kde f,, jsou realné koeficienty. Sumy v rovnicich (L8)-(L7) jsou koneéné. U za-
kladnich problémti se v rovnici (IL8) pfedpoklada sumace od indexu 1 do kladného
sudého indexu, tedy

V(z) =Y Vuf"(x), (1.8)

kde M je prirozené ¢islo. V obecném pripadé je vSak mozno do sumy v rovnici
(@) zahrnout i zaporné indexy.
Vlnova funkce n-tého excitovaného stavu v, (x) je hleddna ve tvaru

Un(2) = D mthm(2), (1.9)

kde
Um(x) = f"(2)h(z). (1.10)

pfi¢emz pro funkci h(x) byla nalezena rovnice

h(z) = exp <—/thfm(x)dx> : (1.11)

Pro konkrétni studované problémy pak byl nalezen vztah mezi koeficienty V,,
v potencialu (L) a koeficienty h,, v rovnici (LII]). Rovnéz byly pro konkrétni
problémy nalezeny rovnice pro koeficienty a,, v rovnici (L9), pro jednotlivé stavy
se tyto koeficienty lisi.

Napfiiklad potencial tvaru (L4) dostaneme tak, Ze v rovnici (IL8) polozime
f(z) = x a M = 2. Aby mél potenciél vazané stavy, predpokladame ze Vj > 0.
Jak jiz bylo Teceno, v obecném piipadé Schrodingerova rovnice s potencidlem
tvaru (L4)) analytickd FeSeni nemd. Nicméné jednim z moznych problému, pro
které lze metodou rozvoje do funkénich polynomt obdrzet feseni je potencial
tvaru

Vo = —2(n+1)|z| + 2. (1.12)
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Resenim pfislusné Schrodingerovy rovnice jsou vlnové funkce [23]

vy = e 13, (1.13)
b = xe 1P (1.14)
vy = (=14 |z]P)e lP3, (1.15)
vy = z(=2+ |z[¥)e /3, (1.16)

(1.17)

Poznamenejme, ze absolutni hodnoty v rovnicich pro vinové funkce osetruji je-
jich asymptotické chovani tak, aby byly kvadraticky integrabilni na intervalu
(—00,00). Aby 8lo stale o FeSeni Schrodingerovy rovnice s potencidlem (LI2),
byla absolutni hodnota doplnéna i sem. V tomto prikladé stejné jako v ostatnich
neni mozné analyticky vyjadrit celé spektrum a vlnové funkce, ale pouze nekteré
nizsi stavy. Navic jednotlivé stavy neodpovidaji stejnému potencialu.
Polozime-li v rovnici (L.8)) f(x) =1 — exp(—z) a M = 1, dostaneme

V(z)=Vi[1 —exp(—z)] + Vo [1 — exp(—2z)]*. (1.18)

Po substituci x = a(r —rg) jde o potenciél ekvivalentni Morseho potencidlu (L.5]).
Reseni metodou rozvoje do funkénich polynomt jsou prezentovana v [22] ve formé
rekurentnich rovnic ekvivalentnich s vysledek ziskanym jinymi metodami.

V élancich [9, 22] se téZ v jednorozmérnych ptipadech studuje rozsitend verze
potencidlu (LI8). Dostaneme ho tak, ze v rovnici (I.8) polozime f(x) = 1 —
exp(—z) a M = 2.

V(z) =) [1-exp(—a)]" (1.19)

Tento potencial je nazvan kvarticky Morseho potencial a metodou rozvoje do
funkénich polynomt je jeho feSeni publikovano ve ¢lancich [9, 22]. V této préci se
budeme zabyvat rozsifenim tohoto potencialu do dvou dimenzi.



2. Reseni dvojrozmérnych
problémi s polynomialnim
potencialem

2.1 Vychozi ivahy

Snaha o zobecnéni metody rozvoje do funkénich polynomt na dvojrozmérné pro-
blémy byla hlavnim pfedmétem této prace. Zakladnimi otazkami pii tom bylo:

e Zobecnéni vychozi rovnice (LE) pro potencidl.

Jaké jsou pfi tom vhodné ,bazové“ funkce.

Zobecnéni tvaru rovnice (LII]) pro funkci h(z).
e Zobecnéni tvaru rovnic (LI)-(TI0) pro vlnové funkee.

Prava strana rovnice ([[L6]) pfedstavuje polynom funkce f(z). Nejpfirozenéjsim
zpusobem, jak tuto rovnici zobecnit na dvojrozmérny ptipad se tedy jevi pouzit
dvojrozmérny polynom funkce f(z) a néjaké dalsi funkce g(y), tedy

= vanfm(x)gn(y) (2'1)

V této préaci se omezime na potencidly tvaru

m+n<2M

= > Vaf ()" ). (2.2)

m>0 n>0

Tato rovnice je analogicka rovnici (L8) pro jednorozmérné potencialy. Clen Voo
predstavuje bezvyznamnou aditivni konstantu a bez ijmy na obecnosti polozime
Voo = 0. V této kapitole se dale omezime na piipad f(z) = z a g(y) = v,
potencidlem tedy bude dvojrozmérny polynom

m+n<2M

> Vina™y" (2.3)

m>0 n>0

Pokud do rovnice (2.3]) dosadime M = 1, dostaneme jiz dobfe prostudova-
ny problém dvojrozmérného harmonického oscilatoru zndmy i z ucebnic zakladt
kvantové mechaniky, napiiklad [4], [11].

Proto jsme se jako vychozi problém rozhodli pro potencial ve tvaru polynomu
¢tvrtého fadu (kvarticky polynom), ktery dostaneme, pokud do rovnice (2.3))
dosadime M = 2.



2.2 Potencial tvaru dvojrozmérného kvartické-
ho polynomu

V této kapitole se tedy budeme zabyvat potencidlem tvaru (2.2)), kde M = 2

Viz,y) = Wiz + Woly* + Var2®y + Vigzy® + Vagz®y?
+Va02® + Vosy® + Var#®y + Visay®
+Vaor? + Vooy? + Viizy + Vier + Vory. (2.4)

V této rovnici jsme oznacili Wy = £/ Vio a Wos = £/ Vos. Vyhodnost tohoto
oznaceni se ukaze pozdéji.

V jednorozmérnych piipadech [9] 22 23] byla funkce h fesici Schrodingerovu
rovnici s potencidlem tvaru (2.2) hledana ve tvaru

M+1

h(z,y) = Z exp(—d;z"). (2.5)

=0

Tato funkce soucasné reprezentuje vinovou funkci zékladniho stavu.
Na zakladée analogie s jednorozmérnym pfipadem budeme funkci h hledat ve

tvaru
i+j<M+1

hzy)= Y exp(—dya'y)), (2.6)

i>05>0

tedy

h(ﬂfa y) = eXp(—d3ox3—do3y3—d21x2y—duxy2—d2ox2—d02y2—duxy—dw:c—d01y)-

(2.7)
Koeficienty d;; reprezentuji hledané nezndmé. Je ziejmé, Ze horni mez v sumé v
rovnici (2.6) je uréena spravné. Dosadime-li rovnice (2.4]) a (2.7) do Schrodinge-
rovy rovnice

02 0?

— Ah(z,y) + V(z,y)h(z,y) = Eoh(z,y), A= e + a_y2

(2.8)

dostavame stejny fad clenti na levé a pravé strané.
Po dosazeni rovnic (2.4) a (27) do Schrodingerovy rovnice (2.8)) dostaneme
porovnanim koeficientd u jednotlivych ¢lenti rovnici pro energii zakladniho stavu

EO == —d102 - d012 + 2d02 + 2d20 (29)



a soustavu 14 rovnic pro 9 neznadmych koeficientii d;;

Wi® = 9ds° + dar”, (2.10)
Woi® = 9dos” + dio”, ( )
Va1 = 12d3odar + 4daidso, ( )
Vis = 12dps3di + 4diaday, (2.13)
Voo = 6dsodia + 4di2” + 4da1® + 6da1dos, ( )
Vao = 12dydzo + 2d11das, (2.15)
Vos = 12dgodys + 2d11d12, (2.16)
Vo1 = 4dndos + 8dagdar + 6d3odir + 4dy1daa, (2.17)
Vie = 4diadag + 8doadyz + 6dozdyy + 4dirday, (2.18)
Voo = 2dpida + dii” + 4dag® + 6dyodso, (2.19)
Voo = 2diodia + dii® + 4doo® + 6do1dos, (2.20)
Vii = 4dodyz + 4diidoy + 4daodyy + 4digdon, (2.21)
Vio = 4dioday — 6d3g + 2dg1d1y — 2dy, (2.22)
Voo = 4dpdez — 6dos + 2d10d11 — 2da;. (2.23)

Je zfejmé, Ze tato soustava obecné nebude fesitelnd a ze bude nutno nalézt pod-
minky pro koeficienty V;; takové, aby soustava méla feSeni. Tato situace je obdob-
na jednorozmérnému pripadu, i v jedné dimenzi méa Schrédingerova rovnice s po-
tencidlem tvaru kvartického polynomu feseni pouze pfi splnéni dalsich podminek
pro potencial. Dale poznamenejme, 7Ze piimy postup feSeni dosazovaci metodou
vede k algebraické rovnici Sestého stupné a tedy cisté algebraickymi metodami
obecné k feSeni nevede. Problém lze vSak podstatné zjednodusit predpokladem
V31 = 0. Tim problému neubirdme na obecnosti, nebot pro potencial tvaru (2.4)
vzdy existuje rotace, ktera ho transformuje do tvaru, kdy V3; = 0, coz jsme
dokézali v [26].

Problémem je, Ze vlnova funkce tvaru (2.7)) nemize byt nikdy kvadraticky inte-
grabilni na celé roviné (z,%). Problém miizeme fesit tak, Ze fesime Schrdingerovu
rovnici na zvoleném kvadrantu, obvykle x > 0, y > 0.

Jind moznost je analogickd k tomu, jak byl tento problém feSen v jednoroz-
mérnych ptripadech v publikacich [9, 22] 23]. VInovou funkci modifikujeme do
tvaru

Yo(z,y) = exp(—dso|z|* — dosly|* — du2?|y| — di2|z|y®

2.24
— daot® — doay® — dusfry| — diola] — douly). (2.24)

Pokud jsou vyfeseny rovnice (210)-(2.23)), pak tato vlnova funkce fesi Schrodin-
gerovu rovnici s potencidlem

V(z,y) = Wi z* + Woiy*
+ Vai|z|*y + Visz|y|® + Vasa®y?
+ Vaolz|” + Vasly[” + Vara®[y| + Vaalaly?
+ Voo + Vooy® + Vir|wy| + Violz| + Vi |yl

(2.25)

Nevyhodou tohoto pfistupu je, Ze vlnova funkce ([2:24)) nemd spojité parcialni
derivace na souradnych osach. Pro feseni problému kvartického potencialu jsme
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ale bohuzel nenalezli jiny vhodnéjsi pristup. Poznamenejme vsak, ze u polynomi-
alniho potencialu Sestého fadu obtize s normovatelnosti vlnové funkce nenastavaji
a bylo zde nalezeno feseni, které méa spojité derivace a je kvadraticky integrabilni
na celé roviné (z,y).

2.2.1 Klasifikace reseni

Postup feseni soustavy rovnic (2I0)-(2:23]) zavisi na tom, zda koeficienty Vi3, di2
a do; jsou nulové ¢i nikoliv. Na zékladé toho dostavame 8 tiid feseni, které jsme
oznadili al, bl, cI, dI, all, bII, cII, dII. Toto oznaceni je shrnuto v tabulce 2.1,
podrobnosti jsme publikovali v ¢élanku [26].

d12 = 07 d12 = 07 d12 # 07 d12 # 07

d21 — 0, d21 7& 0 d21 — 0 d21 7& 0
Vis=0,V5 =0 al bl cl dI
Vi #0, V31 =0 all bIl cll dII

Tabulka 2.1: Oznadeni TfeSeni

Ve clancich [25] 26] 1ze téZ pro jednotlivé ptipady nalézt postup feSeni, zde
pouze shrneme vysledky. Nejprve poznamenejme, Ze jsme ukazali, ze:

e Ve tiidach all a bII neexistuje feseni viibec.

e Ve t¥idée dI neexistuje kvadraticky integrabilni feseni. V této t¥idé jsme vSak
nalezli P7T -symetrické FeSeni, coz bude ukdzano v kapitole 2.2.7.

e Ttidy bl a cI jsou ekvivalentni, protoze jednu z druhé je mozno dostat
zameénami dij <~ dji7 VVz‘j <~ Wji and V;j <~ ‘/ﬂ

Staci tedy analyzovat t¥idy al, cl, cII a dII.

2.2.2 Zakladni stav ve tf¥idé al

V tomto pripadé predpokladame Vis = V31 = do; = dis = 0. Postup feseni byl
publikovan ve ¢lancich [24] 25], zde uvedeme pouze vysledek. Zavedeme parametr

Ve Wi

o= = — 2.26
Wiy W (2.26)
Vysledna rovnice pro potencial ma tvar
Vo(z,y) = Wao?z® + Wosly* + V30|37\3 + VO3|3/|3 + W40a:132\y\ + W0404‘55|3/2
a [ Vs Vos
+ Vao? 4+ Voo + - | —— + —
20T 02Y 5 <W4o Wo4) |2yl
n AWos* Voo — Wofaz — Vo32a n AW 40* Vg — VV4(4)12042 — Vio® Vio — 2Wio ) 2]
n <4W402Vzo — VV4(;)2042 — V302a n AW4* Voo — Wofaz — Vos® Vos — 2W04) m
8W40 8‘/V04
(2.27)



kde Wyo, Wo4 jsou libovolné kladna realna cisla a Vg, Vis, Vag, Vo, « jsou libovolna
realnd ¢isla. Vlnova funkce zakladniho stavu pro potencial (2:27) mé tvar

Vos 2 &
Y —§|$?/|

. W4O 3 W04 3 V:’;O 2
ali, ) = exp (= Tglaft - TR - gt -

AWio*Vag — Wag*a? — Vio? AWos* Voo — Woaa? — Vos?
B 8W4o3 |IE| a 8Wo43 |y| ’
(2.28)
Odpovidajici energie je rovna
2
o Vso . Vos (AWao*Vag — Waga? — V3o?)
C AW | 2W 64Wyo? 2.29)
(4W042V02 — Woa? — V032)2
64W5,° '

Vlnova funkce (2.28)) je kvadraticky integrabilni na celé roviné (x,y), nebot pired-
pokladame Wyy > 0 a Wy, > 0.

2.2.3 Excitované stavy ve tridé al

Analogicky k rovnicim (L9), (LI0) pro jednorozmérné piipady jsme se pokusili
najit excitovany stav ve tvaru

Y(x,y) = p(x, y)h(z,y), (2.30)
kde .
ply) = D amaf"(2)g"(v)- (2.31)

Protoze predpokladame f(z) = z, g(y) = y, prepiSeme (2.31]) jako

m4+n<N

plEy)= > ™y, (2.32)

m>0n>0

Koeficienty a,,, musime urc¢it a h(x,y) = ¥o(z,y) je dand rovnici ([2.28).
Reseni se podaiilo najit jen pro N = 1 a postup byl publikovan ve élanku
[25]. Zde uvedeme jen vysledné rovnice. Potencidl ma v tomto piipadé tvar

Vi(z,y) = Wao?z* + VV042?/4 + V30|$|3 + Vo3|?/|3 + W40ax2|y| + VV0404|95|?/2

a [ V- Ve
+Vzo$2+Vo2y2+§ <ﬂ+ﬁ> |zy|

Wi~ Woa
AWos Voo — Woa*a® — Voy® AW 40*Vag — Wag?a® — Vag?
Vaog — 4W,
* ( W4 @t 80" 30 10 | ||
+ 4AWio" Voo — W4220‘2 - V302a n AWo4* Voo — VVoiZOz2 — Vos? Vi — 4TWos ) Iy,
8W40 8W04
(2.33)
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pri¢emz navic musi byt splnéna podminka

Woa*a? + 3V3p® — 2Wo4 Vapar B Wio?a? + 3Vo3® — 2Wyo Vs

Voo — Voo = . (2.34
20 02 8W402 8W042 ( )
Vlnovou funkci a pfislusnou energii uréime z rovnic
Wiyoa — Vo3 Wosar — Vg
_ _ _ 2.
Y1z, y) <W4o~”€ Woay + Wos W (2.35)
x oxp ((— o faff — SR — e - L2 Sy
3 3 AWy AWy 2
_4W402V20 L 2] — AWos* Vs — Wos’a? — Vo32| |)
SWio? SWor” n
Bo- oy to o (Ve W) 236
W40 W04 2 W04 W40
(4W4o*Vag — Wag*a? — V302)2 (4Wos* Voo — Wos a2 — V032)2
64W406 64‘/[/046 '

Vlnové funkce (2.35) je kvadraticky integrabilni na celé roviné (z,y).

2.2.4 Zakladni stav ve tf¥idé bl

Zde predpokladame Viz = V31 = do; = 0, di2 # 0. Postup feseni byl publikovan
ve ¢lanku [26]. Zde pouze uvedeme vysledky.
Vysledny potencial ma v tomto pripadé tvar

Vi(z,y) = Wz + W042y4 + 2(WyoWos + 2W042):E2y2
4%
b Vialal + Valyl? + Vo (2 +2) a2l + Vilaly?
04

+ Vaox® + Voou® + Var |2y
. (Vaovzo _ Vao? B Va0 Vs B Vos3*Via
2Wiyo?  8Wit  8Wiy?Wos®  16W,*

VosV4 VaoVios? (2:37)
03 1; B 30 V03 oWy — 2W40) 2|
4Wou 16WaoWoa
(41/031/20 “VuVe VeV Ve
8WaoWos 8Wio Wos  8WioWos®

ViV Va'Ves vogvlf) o

SWoa?  32Wu*Wou®  32W4,* '
Pfitom koeficienty musi byt navic voleny tak, aby byla splnéna podminka
16Wyo Vo — 16WoaVag
Wio (4Vos® + Vio?)  AWouVae?  Vag?  2VaoVie + 4Vs?
_ 40( 03 12)_ o4V0" | Ysoo _ 2Vso 12 + 03" (2.38)

W04 2 W40 2 W40 WO4
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Vinovéa funkce zdkladniho stavu ma tvar

7%
Yo(z,y) = exp [—T|x|3—WO4|x|y2—

Vl2 V30 2 V03
- Y- — 4Iafyl

SWos SW, oW
° ws 0 (2.39)
+(V3O L Vi _V20)|x|
8W403 8W40W042 2W40

V3o Vo3 VosViz  Vin
+ 5+ 5 — lyl]-
1 6W40 W04 1 6W04 4W04

Vidime, Ze vlnova funkce (2.39)) je pii vhodné volbé koeficientti kvadraticky
integrabilni na celé roviné (x,y). Postac¢ujici podminkou je napiiklad Wy, > 0,
Sasne Y1z . Vao
Wos >0 a/sog,cafsne Wor ~ Wi > 0.
Odpovidajici energie je rovna

o v12+v30_(v302+ Vos® _1/20)2
0 4W04 4W40 8 W40 3 8 W40 W04 2 2 W4O
o VaVes | VsV Vi)’
16WeoWoi2  16Wo,>  4Woy )

(2.40)

2.2.5 Zakladni stav ve tridé cll

Zde predpokladame V3, = 0, Vig # 0, doy = 0, dio # 0. Postup feSeni byl
publikovan ve ¢lanku [26]. Zde pouze uvedeme vysledky.
Potencial ma tvar

v
Vo(z,y) = Wi’z + Woily* + Vl:a\l’||y|3 + (6Wyoor + ‘/13)562:92

3602
VisVao 2V,
T Vao 2P + Vaslyl® + Vara?ly| + | =220 4 287 4 68 ) afy?  (241)
12W400[ 3

+ Vaox® + Voou® + Varlzy| + Violx| + Voryl,
pricemz koeficienty Vi1, Vig, Vip musi byt vypocteny z rovnic

‘/132%02 ‘/13 2 2
Vi, = Vg — 472 —
= S64W’ad | 182 (Vor — 47" = %)
Vso 3

Wao

2
Vis

— = (p? - 4 2.42
T 6T (8% — Vao) + + 487, (2.42)

Vao Visfs 9 Vi3Vs0® B
Vip = - Voo — 1sVao
0 <2W402 36W4Oa2> (Vao = %) + 144W° a2
+2V025 —88~y% — Viz — 2/3° Vao®

- e 2.43

6 8W404 0 ( )
s Vizy 2 VisVao™y
Vor = - Vao — 13730 7
o1 <W40 18W40042 ( 20 ﬁ ) + 72W403042

Y 2 2 V3026
—— (2Vpa — 283 — 8 — —6 2.44
+3a ( 02 — 28 gl ) AW , ( )
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kde

a = %\/ 2Wos® + VAWt — Vis?, (2.45)

3‘/210(

= — 2.46
& 6Waoar + Vi3 (2.46)
6Vosa — Vi
= — 2.4

VInova funkce zakladniho stavu ma tvar

W,
Yo(r,y) = exp { — —2|z* — alyl’

3

Vl3 2 V:’»O 2 2

12021 e W Blzyl

Voo — 32 Vso® )
+ — T 2.48

< 2Wag 8Wyo? & (2.48)
+ . (4Wao?B% + Vao? — 4Wiyo*Vao)

288Wyo3 a2

Vo — B2 — 4~2

a

a odpovidajici energie je rovna
2
Ve o <v2o—62 S )
2Wyo 2Wyo 8Wyo?
B Vis
288Wy a2

Eo

Voy — 82 — 477 ,  (2.49)

§%e"

(AW4o?B% + Viao? — 4Wyo? Vo) +

2.2.6 Zakladni stav ve tridé dII
Zde predpokladame V3; = 0, Vi3 # 0, doy # 0, dio # 0. Diskuse problému byla

vvvvvv

rovnice pro potencial, vlnovou funkci zakladniho stavu a odpovidajici energii, ale
algoritmus, jak je mozné dostat konkrétni reseni.

Koeficienty Woy, Wyo je mozno zvolit libovolné. Aby vinova funkce byla kva-
draticky integrabilni, je nutno zvolit Vi3, aby byla splnény podminky

‘/132 < 16W402W042, (250)
Vis < 0. (2.51)

Daéle vypocteme parametr

2
o= Y (2.52)

16(Wyo? + Wos?) + 8\/16VV402VV042 — Vi3?

a nasledné ) ) )
48W. — 16W, V;
Vo — 40 ¢ = 04 @+ Vi3 . (2.53)
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Nyni je mozné vypocist koeficienty
dos = —VWoi* —a, (2.54)

d30 =

d21 = vV W402 — (256)

d12 = —y Q. (257)
Koeficienty Vi, Vo3, Via, Voo, Vo2 je mozno zvolit libovolné a nasledné vypocist

Vs d V- Vio)d 2Viosd
dyy — 0= ( 30+2 12)dos + 2Vos 230’ (2.58)
12d30 ~ 36d30  2d30” — daydog — dos
\% d Vs Vi2)d 2Visd
doy — 03 {30 ( 30+2 12)dos + 2Vo3 230’ (2.59)
12do3  12dp3  2d30” — da1dos — do3

—_1 (Va0 + Viz)dos + 2Visdso

d = 2.60
H 6 2dso” — dardoz — dos” (2.60)
Zbyvajici koeficienty pro vinovou funkci uré¢ime z rovnic
g — do3(3Vag — 12dgy* — 3d11°%) — day (Vo — 4dos”® — dy1?) (2.61)
10 6d30(d21 + 3dp3) ’ '
Vao + Voo — 4da® — 4dp® — 2d1,*
dop = . 2.62
o1 2(dy1 + 3dos) (2.62)
Zbyvajici koeficienty potencialu ur¢ime z rovnic
Vo = dso [3V30(dos + d21) + Via(3dos — da1)]
3(2d30”> — dardoz — dos”)
_ 2d91dp3(2V30da1 + 3Vaedos — Viadar)
9ds0(2d30° — da1doz — do3”)
Vos(18ds0” + da? — 3daydo3) (2.63)
9(2dso® — dardoz — doz®) .
Vi1 = 4dyy (dao + do2)
+ 20y’ (—Voo + 4doo® + d11?)
3ddao (3ddos + da1) 02 02 11
2d21d03 2 2
+ Voo — 4dyy” — d
o0 (3dos + dan) ( 20 20 11 )
6d
W—iodm (—Voz — Vag + 4doo® + 4dao® + 2613112) ; (2.64)
d
Vip = Widm (Vzo + Voo — 4day” — 4dgs” — 2Cll112)
2daodp3 2 2
Voo — 4dyy” — d
0 (303 + dor) ( 20 20 11 )
2daodo; 2 2
— —4dy” — d 2.
3d30(3d03 + d21) (‘/02 0 H ) ’ ( 65)
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Vor = —2(3dos + da1)

2d2 2 2 5
———— (Vog + Vs — 4dsg” — 4dye” — 2d
3dos + doy ( 20 02 20 02 11 )
d03d11 2 2
Voo — 4dog” — d
d30(3d03+d21) ( 20 20 11 )
d21d11 2 2
— Voo — 4dge” — d . 2.66
3ds0(3dos + day) (Voz — ddos” — dr”) (2.66)

V rovnicich predpokladame, ze 2d30> — doydos — dos” #0.

Poznamenejme, ze pokud by platilo doy = —3dgy3, potom by Vi3 = 0 a feSeni
patii do tridy dI a ur¢ime ho podle rovnic v predchozi sekci.

Potencial pak dostaneme dosazenim koeficientii do rovnice (2.25), vlnovou
funkci zakladniho stavu z rovnice (2.24)) a pfislusnou energii z rovnice (2.9).

Hlavnim smyslem bylo ukazat, ze i v této tiidé existuji kvadraticky integrabilni
feseni a Ze je tedy mozno klasifikaci feseni povazovat za uzavienou.

2.2.7 PT-symetrické reseni

Jednim z predmétt zajmu soucasné teoretické fyziky je PT -symetrickd kvantova
mechanika [5], 32] 33, 6, [7), [16].
Schrodingerova rovnice ma stejné jako v predchozich ptipadech tvar

kde o o
=52+ 7 (2.68)

Potenciél je v tomto ptipadé komplexni. Podminku P7 -symetrie spliiuje po-
tencial tvaru
Viz,y) = Vigr* + Voay* + Vazy + Vizzy® + Vapa®y? (2.69)
+iVaor® + iVosy® + iVar2®y + iVipay?
+Vaor? + Vooy® + Viray + iViex + iVary,

kde V;; jsou redlné konstanty. Pfedpoklddame, zZe Viy > 0 a Vo > 0.
Vlnovou funkci hledame ve tvaru

Y(z,y)

_ 3 3 2 2 2 2
= exp (—03056’ — Co3Y — CaT Y — C12TY" — CoT" — Co2ly — C11TY — C10T — Cmy) )
(2.70)

kde ¢;; jsou nezndmé koeficienty.
Dosadime-li rovnice (2.69)-(2.70)) do (2.67) a porovname-li ¢leny stejného fadu,

dostaneme rovnici pro energii

E= —0102 — 0012 + 2002 + 2020 (271)
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a soustavu algebraickych rovnic pro koeficienty c;;

Vio = 930 + ca1”, (2.72)
Vou = 9cos® + c12”, (2.73)
Va1 = 12c30co1 + 4earcra, (2.74)
Vis = 12cp3c12 + 4eiaca, (2.75)
Vas = 6cgocia + iz’ + 4ear” + 6eancos, (2.76)
iVag = 12cxc30 + 2¢11001, (2.77)
iVos = 12cpaco3 + 2¢11¢19, (2.78)
iVor = 4cacoz + 8capcar + bcspctr + 4ericaa, (2.79)
iVig = 4deiaceg + 8coacia + 6c3cir + 4ericar, (2.80)
Voo = 200121 + c11” + 4eag” + 6cigeso, (2.81)
Voo = 2ci0012 + 11”4 degr” + 6co1cos, (2.82)
Vii = dcorciz + 4ericog + 4egpci + 4ciocar, (2.83)
iVip = 4deciocao — 630 + 2c01011 — 2012, (2.84)
iVor = 4eo1co2 — 6oz + 2¢19¢11 — 201 (2.85)

Postup feseni byl publikovan v ¢lanku [27]. Zde pouze struc¢né uvedeme vy-
sledky. Vysledné rovnice je vyhodné vyjadrit pomoci koeficientti

Vs
Vi = Vip=Vos = % (2.86)
Vo = V30V10 - V03V01, (2-87)
Vo = VsoVor + VosVio, (2.88)

pfi¢emz rovnice (2.80) vyjadiuje téZ jednu z podminek Fesitelnosti soustavy rovnic
(2.72)-(2.85). Potencial, pro ktery je pfi libovolné volbé realnych koeficientu Vj,
V30, Vos, Va a Vj, soustava rovnic ([2.72)-(2.85]) fesitelna pak lze vyjadrit jako

V(z,y) = Viz* 4+ Vay* + 2Viz®y? + iVaea® + iVosy® + iVosa®y + iVaozy®
n (—1 Vag? + Vos? 2V,4V, ) 9
—_— e

4 Vi Vao® + Vos®
—1 Vso® + Vo3? 2V4V, 9
+(T Vi _V302+Vo32)y
4VyVy V3oVa + VsV V3oV — VisVa

————ay +i T +1 Y (2.89)
Vao® + Vs Vao® + Vo3 Vao® + Vs

Vlnovou funkci tvaru (2.70), kterda fesi Schrodingerovu rovnici s potencidlem
(2.89) pak lze obecné zapsat jako

Vi

U(z,y) = exp {—% [cos(a)Pl(:L’, y) + sin(a) Py (z, y)] } : (2.90)
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kde

3V 3V 3V
Piz,y) = 2° =3z +i2a? — 1222 =B,

4V, T 7

3V, 3V
+ 2 2L — 2 : 2 Y, (2.91)
V0™ + Vos V0™ + Vos
. 3Vos3 .3Vos .3Va0
P B 3%y — 2 2
5 (2, ) y = Sty i H ey — iy
3V, 3V,

— xr — Y. (2.92)
Vao? + Vos? Vao? + Vos?

Parametr « je libovolné redlné ¢islo z intervalu [0, 27). Poznamenejme, Ze tento
parametr nema vyznam polarni soufadnice. VIinové funkce pro rtiznou hodnotu
parametru « jsou linedrné nezavislé. Stavu (2.90) odpovida energie

V2 4 V32
E = —m% (2.93)
(V30 + Vo3 )

bez ohledu na volbu parametru «.. VInové funkce (2.90) nelze normovat na zadném
z kvadranti.

V tomto pripadé jsme tedy nenalezli vazany stav, ale jeden ze spojité skaly roz-
ptylovych stavi. Hledani dalsich feSeni ve tvaru ¢(z,y) = > amnf"g"h(z,y)
nebylo tspésné. Vysledek presto ukazuje, ze metoda rozvoje do funkénich poly-
nomi mé potencialni uplatnéni i v oblasti P7 -symetrickych problémt.

2.3 Potencial tvaru dvojrozmeérného sextického
polynomu

V minuljch sekcich jsme provedli diskusi uziti metody rozvoje do funkénich poly-
nomil na Schrédingerovu rovnici s potencidlem tvaru kvartického polynomu, tedy
s potencialem tvaru (2:2)), kde M = 2. Ukézali jsme, Ze problém hledani zékladni-
ho stavu vede na soustavu 14 algebraickych rovnic (2.10)-(2:23) pro 9 nezndmych
koeficientt d;; vystupujich v rovnici (2.6)) pro funkci h. Provedli jsme tplnou dis-
kusi Fesitelnosti soustavy rovnic (2.10)-(2.23]). Spole¢nou nevyhodou vsech feseni
byl problém s asymptotickym chovanim funkce h, které jsme osetfili absolutnimi
hodnotami. To vsak vedlo k tomu, Ze vlnova funkce nema na souradnych osach
spojité parcialni derivace.

Pro sexticky potencial (potenciél tvaru polynomu Sestého stupné) vsak potize
s asymptotickym chovanim vlnovych funkci neocekavame. V tomto pripadé bude
v rovnici (2.2)) konstanta M rovna tfem a tedy vlnova funkce zdkladniho stavu
dana rovnici (2.6]) se bude asymptoticky chovat jako funkce typu exp(—z?* — y?).

Dosadime-li (2.2]) a (2.6 do (B3] a zvolime-li M = 3, porovnanim koeficientt
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dostaneme soustavu 25 rovnic pro 13 neznamych d;;

Voo = 16dao” + dai°, )
Vs1 = 4dsidag + 24d4ods, )
Vig = 4dsy” + 6ds1dy3 + 9d31> + 16d49dos, )
Vaz = 8dyodiz + 8ds1dos + 12d2ad13 + 12d31da2, )
Vau = 9dy13> 4 4dyy® + 16d2dos + 6ds1d;s, )
Vis = 4daady3 + 24d;3dos, )
Voo = diz” + 16dos”, (2.100)
Vso = 24dsodso + 2da1d3:, (2.101)
Vi1 = 18d3od3; + 4dsidia + 4darda + 16d49da;, (2.102)
Vg = 6da1di3 + 12d30dag + 6ds1dos + 8dodra + 12da1dsy + 8di2daz, (2.103)
Vag = 12dodos + 8dardos + 12d12d3 + 6ds1d1o + 6dsdis + 8daidas, (2.104)
Via = 4dyadas + 4daidis + 18dgsdys + 16d12doy, (2.105)
Vis = 2dy9dys + 24dgsdos, (2.106)
Vio = doi® + 16daodye + 2dy1ds; + 9dsg?, (2.107)
Va1 = 4dsidos + 4diidag + 12d3gda + 4dardra + 8daodir + 12daods, (2.108)
Vag = 4dday” + 4dys” + 6dzody2 + 8dpadas, (2.109)

+6d1ds1 + 6dy1dys + Gdyydos + Bdaodas (2.110)
Vig = 4daidys + 4daodiz + 12dgads + 12dy12dos + 4di1das + 8dr1doa, (2.111)
Vou = 9dos® + 2dy1dys + 16dgados + dio?, (2.112)
Vso = 8dyodao + 2do1ds1 + 2d11d2 + 12da0d30, (2.113)
Vo1 = 6dsodi1 + 8daodar + 4dirdra + 4daidoy + 6diodsy + 4dgrdas,  (2.114)
Vig = 6dy11dos + 4dyodag + 6doidis + 4di1day + 4daodia + 8dpadia,  (2.115)
Vos = 12dpados + 2d11d12 + 2d10dy3 + 8do1doa, (2.116)
Vao = diy” — 12dag + 2do1day + 6d1odzg — 2dag + 4dap”, (2.117)
Vi1 = 4daody1 + 4dyidog + 4dordya + 4dyodar — 6di3 — 6d3y, (2.118)
Vo2 = 6dordos — 12doa + 4doe” + 2d19dra — 2das + di1”, (2.119)
Vio = 4dyoday + 2dp1dyy — 2d12 — 6dsp, (2.120)
Vo1 = 4doidoe — 6dos + 2d1od11 — 2doy (2.121)

a rovnici pro energii zakladniho stavu
Ey = —di0? 4 2dao + 2dgs — doi . (2.122)

Obecna analyza této soustavy rovnic se ukazala znacné slozitou a nebyla prove-
dena. Nicméné néktera konkrétni feseni je mozné dostat. Jednim z mnoha feseni
je potencial tvaru

V(z,y) = 2%+ 4° + Viga* + Vouy* + 202’y + 2azy®
Va 3 Vi 3 V402 2 3 2 V042 2 3 2
B ) S G ) ERR AT

Vo Ve Voa Vi
—i—(V40+Vo4)a:cy+< 402 30—1—1/03&)3:—1-( 042 Og—i—%oa)y
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VInova funkce zakladniho stavu ma pak tvar

2 2
Ep=-—24 232 B (2.125)

Vlnova funkce (2.124]) mé hladké parcialni derivace na celé roviné (z,y). Pokud
plati Wgg > 0 a Wy > 0, pak je zjevné tato funkce kvadraticky integrabilni na
celé roviné (x,y), nebot jde o funkci typu exp(—z% — yb).
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3. Reseni obecnych
dvojrozmeérnych problému

3.1 Vychozi uvahy

V predchozich kapitolach jsme provedli rozbor rozsireni metody rozvoje do funke-
nich polynomi na dvojrozmérné problémy. Omezili jsme se pfi tom na potencialy
polynomialniho typu. V této kapitole ukdzeme obecnéjsi ptistup, pricemz problém
bude konkrétné vyresen pro dvojrozmérny kvarticky Morseho potencial.
Pfirozenym zpiisobem, jak zobecnit rovnici (6] pro potencidl je tvar

V(z,y) =Y Vil (2)g"(y). (3.1)

Kli¢ovou otézkou je, jak by mélo vypadat zobecnéni rovnice (LII]) pro funkci
h(x). Velmi obecny predpoklad je, ze h(z,y) bude mit tvar exponencilni funkce
s néjakou neznamou funkei J(z,y) v argumentu, tedy:

h(x) = exp [=J(z,y)]. (3.2)

V jednorozmérnych piipadech byla h(x,y) téz vlnovou funkci zakladniho sta-
vu, tedy sama fesila Schrodingerovu rovnici. Je prirozené ocekavat, ze tomu tak
bude i ve dvojrozmérném pripade. Mélo by tedy platit

Dosadime-li rovnici (3.2) do (83)), po tpravach dostaneme parcidlni diferencialni
rovnici pro J(z,y)

{M} "L {Mr L Oaw) P

Ox dy 0x? 0y?
Predpokladejme, Zze potencial ma tvar

m+n<2M

Vizy) = Y Vil (@)g"(v). (3.5)

m>0 n>0

Na pravé strané rovnice ([3.4) tedy mame funkei tvaru polynomu v zatim obecnych
funkcich f(z) a g(y). V tomto tvaru tedy budeme hledat i parcialni derivace
funkce J(z,y) na levé strané, pfi¢emz na obou stranich rovnice (3.4]) musime
ziskat polynom stejného radu. Ziskavame rovnice

0I(xy) "N i

= - D ()0 (3.6)
m4n<M

%ﬁ;’y) = Y A (@) W) (3.7)
m>0 n>0
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Dalsi diskuse je pro obecné M komplikovana. Dale se pokusime pro konkrétni
hodnoty M uré¢it vhodné funkce f(z), g(x), pro tyto funkce uréit podminky fe-
Sitelnosti systému PDR (B.6)-(371), tento systém vyfesit a z rovnice (B3] urcit
vztah mezi koeficienty V;; v potencialu a koeficienty c¢;; a d;;, které budou vystu-
povat ve vlnové funkci

Pro M = 1 mé rovnice (8.5) tvar

V(z,y) = Vao 2 (@) + Voo g () + Vir f(2)g(y) + Viof (x) + Vorg(z).  (3.8)

Systém PDR (B.6)-(3.1) ma pro M = 1 tvar

% = cCoo + Clof(l’) + COlg(y)7 (39)
%ﬁ;y) = dOO + dlof(x') + d()lg(y) (310)

Podminku fesitelnosti soustavy PDR (3.9)-(3.10) dostaneme jednoduchym zpi-

sobem [20]. Rovnici ([8.9]) zderivujeme podle y, rovnici (3.10) zderivujeme podle
22J

x. Na levych stranach bude u obou rovnic ¢len Juoy & porovnanim pravych stran
dostaneme af (@) a9(y)
z gy
d = Cop———. 3.11
0 = = (3.11)

Rovnice (B.11]) musi platit pro vSechna x, y. Jednim ze zptusobi, jak toho dosah-
nout, je polozit cy; = dip = 0. Pak ale snadno nahlédneme, Ze feSeni povede k
problému, ktery lze fesit separaci souradnic. Jinou moznosti, jak zajistit platnost
rovnice (BI0]) pro vSechna z, y, je zvolit f(x) tak, aby %(;) byla konstantni a
zvolit g(y) tak, aby dfi—(yy) byla konstantni. To pak znamend, Ze f(x) a g(y) budou
linearni funkce a potencial (3:8) bude mit tvar polynomu druhého radu v promén-
nych x a y. Ptjde tedy o dobfe znamy problém dvojrozmérného harmonického
oscilatoru [4, [11], ktery lze Fesit separaci soutadnic. Vidime tedy, ze pro M = 1
dostavame pouze problémy, které lze fesit separaci souradnic a tedy nezapadaji
do kontextu této prace.

Ukézeme v8ak, Zze pro M = 2 nastdva odlisné situace. Rovnice (B.6)-(3.7)
budou mit tvar

% = coo + c10f (@) + co19(y)

+eao f2 (@) + coag?(y) + e f(2)g(y), (3.12)
%‘Z’y) = doo + diof(2) + do19(y)

+doo () + do2g® (y) + du f(2)g(y). (3.13)

Podminku fesitelnosti systému PDR (8.12)- ([3.13) zjistime stejnou metodou, jako
jsme to udélali u systému (B.9)-(B.I0). V tomto ptipadé je vysledek
df(x)

df(x) df(x)

d 2d —— +dy ==
107 1 +2dy f(x) dr + d11 dr 9(y)
d d d
:001%+20029(y)%+011f(x) ‘zlg/y) (314)

21



Jednou z moznosti, jak zajistit splnéni podminky ([B.14) je volit f(z) = z, g(y) =
y. To by odpovidalo jiz analyzovanému typu potencialti tvaru polynomu ¢tvrtého
fadu. Lze snadno nahlédnout, Ze rovnice (B.14]) potom vede k podminkdm ¢y =
dyo, c11 = 2dag, 2¢o2 = dq1. Systém rovnic ([B.I12)-(B.I3) ma v tomto piipadé feseni
Co0 3 do2 3 2 o  Ci10 o do1 2

J = 5% + 3 Y + daox*y + Ccoy” + 5 + - Y + co1xy + coor + dooy. (3.15)
Aditivni integra¢ni konstanta je vynechana, nebot ta ovliviluje pouze normu vy-
sledné vlnové funkce. Po dosazeni rovnice (3.15]) do (3.2) dostdvame rovnici tvaru
(27) s jinak oznacenymi koeficienty. Tento vysledek tedy oddavodnuje rovnici
(2.7), kterou jsme pro kvartické potencialy brali v ivahu jako predpoklad. Ekviva-
lentni vysledek dostaneme, pokud f(x), g(y) budou obecné linearni funkce. Jinou
moznost volby f(x), g(y) ukdZeme v nasledujici sekci.

3.2 Dvojrozmérny kvarticky Morseho potencial

V predchozi sekci jsme ukazali, Ze jednou ze zakladnich podminek, aby bylo mozno
dvojrozmérny problém s potencidlem tvaru (8.5) pro M = 2 Fesit metodou rozvoje
do funkénich polynomi, je volit funkce f(x), g(y) tak, aby bylo mozno splnit
podminku (3.14). Jednou z moznosti bylo zvolit f(z) = x, g(y) = vy, coz vedlo k
potencidliim tvaru kvartického polynomu.

Jinou moznosti je zvolit f(x) = e™*, g(y) = e Y. Potom zjevné z rovnice (3.14)
plyne, ze musi platit dy; = ¢11 a cgo = o1 = dyg = dig = 0. Po dosazeni téchto
predpokladii do rovnic (3.12)-(3.13) dostaneme

9J(z,y)

“or coo + c10e™ " + o + e Y, (3.16)
0J(z,
# = d()o + dme_y + d026_2y + cne—x_y. (317)

Systém PDR (B.16)-(3.17) lze vyfesit elementarnimi metodami [20]. Zintegrujeme
rovnici (3.17) podle y:

d
J(z,y) = dooy — dore”™ — %672‘1’ —cne Y+ j(x), (3.18)

kde j(z) je zatim nezndmd funkce. Dosadime-li rovnici (3.I8]) do (3.16]), dostavame

dj(x
j( ) = 0206_296 + Cloe_x + Coo (319)
dz
a tedy
. & _ _
j(@) = —? 2T — crpe™" + copa. (3.20)

Integra¢ni konstanta je vynechéna, nebot ta by ménila pouze normu vysledné
vlnové funkce. Po dosazeni rovnice (8:20) do (3:I8)) a nasledné do (3.:2]) dostavame
rovnici pro funkei h(z,y)

c d
h(z,y) = exp (ﬂe_% 2 g e Y 4 eppe® + dgre ™V — oo — dooy) .

2 2
(3.21)
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Dosadime-li f(z) = e *, f(y) = e ¥ do rovnice (B.5) pro potenciél, pfi¢emz

M = 2, dostaneme
m+n<4

Viz,y) = Z Vine "

m>0 n>0

(3.22)

Bez Gjmy na obecnosti polozime Vo = 0. Po dosazeni rovnic (3.21))-([3.22) do

(B3] a upravach dostaneme rovnici

2 _—4 -3 2 —2 —
Cop € T 42 Co0C10€ T+ (Cl() + 2 Co0Co0 + 2 020)6 T+ (2 C10Co0 + 010)6 v

+ dooe™ + 2dpadore™ + (do1® + 2 doadoo + 2 doz)e™ + (2 dordoo + dig)e™

+ 2 0112672(x+y) —+ 2C11(COO + do() + 1)67173} -+ 2 020011673173/ —+ 2 01101067217

+ 2dgacrie™ " + 2 epdore™ " + coo® + doo”

m+n<4

m>0 n>0

Y

(3.23)

Porovnanim c¢lent na levé a pravé stranné dostaneme soustavu algebraickych

rovnic

2
C20

2 010

(c10® + 2 Ca0Co0 + 2 ¢20)
(2 c10c00 + €10)

doo’

2 do2dm

(dor? + 2 doadoo + 2 dog)
(2 dordoo + dio)

2 C112

2¢11(coo + doo + 1)

2 ca0011

210

2 dpzc1y

2cpido

2 2
—Cpo” — doo

Neznamymi je v tomto piipadé 7 koeficientti ¢;;, d;;. Soustavu je mozné vytesit do-
sazovacl metodou, pricemz postupné ziskavame i podminky feSitelnosti soustavy.
Postup je obdobny jako v ptfipadé polynomidlnich potencidlu [24, 25, 26, 27].
Vysledné rovnice jsme se rozhodli parametrizovat koeficienty Wy = 2£+1/Vjo,
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Woa = £/ Vag, Way = £/ Vi, Vi, Vg @ a = coo, B = doo.

Vo(z,y) = Wile ™ + Wolle ™ + V2 Wi Wage 5 4 \/2Woy Wage =%

o _ _ WaaVag g, WaaVoz _. o
+W2226 2x 2y+%06 3x+‘/036 3y+ e % y+ e T4y
\/§W40 \/§WO4
+81/1/403(& + 12) + ‘/},02 6_2$ i 8Wo43(6 + 12) + ‘/032 6_2y
4W40 4W04
—|—\/§W22(Oé + 6 + 1)67173}
Vaoa+1) . Ves(26+1)
v 3.39
* 2Wy ‘ 2Woy © (3:39)
W, W,
do(z,y) = exp (f@‘% + e
Wa Vio _ Vos )
+—e "V 4 e+ eV —axr— , 3.40
NG W Wor By (3.40)
Ey, = —a*-p2 (3.41)

Potencial (3.39) odpovida dvojrozmérnému rozsiteni potencidlu (IL.19), pficemz
jsou splnény vazbové podminky plynouci z podminek analytické fesitelnosti pro-
blému.

Vlnova funkce (3:40) ma spojité parcidlni derivace na celé roviné (z,y). Vidi-
me, ze pokud o > 0, 8 > 0, Wy < 0, Wyy < 0 a Woy <0, potom je vinova funkce
(3:40]) i kvadraticky integrabilni na celé roviné (z,y).

Excitované stavy jsme se pokouseli hledat ve tvaru rovnic (2.30)-(2.37]), pri-

T

¢emz tentokrat predpokladame f(x) =e %, g(y) = e ¥, tedy

k+HI<N
w('rvy): Z akle_kxe_lyh’(xuy)a (342)
k>01>0
kde h je dano rovnici (B.2I)). Pro N = 1 maji pfislusné vlnové funkce tvar

e *h(x,y), resp. e Yh(x,y). Tyto vinové funkce Fesi sice Schrédingerovu rovnici
s potencidlem tvaru (8.39), nejde vSak o nové feSeni, ale o funkce tvaru (8.40) s
jinymi hodnotami koeficientii & nebo 3. Pro N > 2 se funkce tvaru (3.42) fesici
Schrédingerovu rovnici s potencidlem tvaru (3.39) najit nepodatilo.
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4. 7Zavér

V préaci jsme se snazili zobecnit metodu rozvoje do funkénich polynomii na dvoj-
rozmérné problémy a najit pfi tom vhodné typy potencialli, se kterymi by pii-
slusné Schrédingerova rovnice byla metodou rozvoje do funkénich polynomt ana-
lyticky feSitelna.

Analyzu jsme nejprve provedli s potencialy polynomialniho typu, tedy s nej-
jednodussim pfipadem kdy f(z) = = a g(y) = y. Problém jsme nejprve zacali
fesit s polynomialnim potencidlem ctvrtého radu. Nejprve jsme analyzovali jed-
nu t¥idu moznych feseni [24, 25], pro kterou jsme nalezli analytické formule pro
vlnovou funkci a energii zakladniho stavu a jednoho excitovaného stavu. Poz-
déji jsme provedli zcela obecnou analyzu problému dvojrozmérného kvartického
potencialu a provedli klasifikaci vSech moznych feseni [26]. Analogicky ke dfive
publikovanym vysledktim v jednorozmeérnych pripadech jsme asymptotické chova-
ni vlnovych funkci osetfili tak, Zze jsme doplnili absolutni hodnoty u soutadnic ve
vlnové funkci i potencialu. To vSak vede k tomu, Ze vlnové funkce nemaji spojité
derivace na soufadnych osach. Nevylucujeme, Ze je mozné najit vhodnéjsi pii-
stup. Dalsim vysledkem v oblasti kvartickych potencialii je PT -symetrické feseni
[277], kde jsme nalezli rovnici pro vlnovou funkci a energii jednoho z rozptylovych
stavil.

Kratce jsme se zabyvali téZ polynomialnim potencidlem Sestého fadu. Zde se
podafilo najit jedno z moznych feseni pro vlnovou funkci a energii zakladniho
stavu, pficemz vysledna vlnova funkce je kvadraticky integrabilni a ma spojité
derivace na celé roviné (z,y).

Poté jsme provedli analjzu problematiky i pro jiné funkce, nez f(z) = z, g(y) =
y. Zde bylo klicovym problémem najit zobecnéni rovnice (LII]) pro funkci h(z)
na dvojrozmérné problémy. Analyza problému ukazala, Zze ve dvou dimenzich je
uloha podstatné komplikovanéjsi, nez v jedné dimenzi. V jednorozmérnych pii-
padech vedl problém hledani rovnice pro funkei h(x) na obyéejnou diferencialni
rovnici jejiz feseni bylo mozno napsat ve tvaru integralni formule. Integral v této
rovnici lze analyticky vyfesit pro velkou tfidu funkci. Ve dvojrozmérnych problé-
mech vedl problém hledani formule pro funkci h(z,y) k systému dvou parcidlnich
diferencialnich rovnic. Uz samotny pozadavek, aby tento systém rovnic mél feseni,
vedl k silnému omezeni na volbu funkei f(z), g(y). Toto omezeni spliiuji jednak
zminéné potencialy polynomialniho typu, dale se podafrilo llohu vyftesit s potenci-
aly tvaru dvojrozmérného kvartického Morseho potencialu. Zde se podafilo najit
rovnici pro vlnovou funkci a energii zakladniho stavu, pricemz vysledna vlnova
funkce je kvadraticky integrabilni a ma spojité derivace na celé roviné (x,y).

Oteviené zistavaji dvé otazky. Jednou z nich je nalezeni dalSich typt poten-
ciall, pro které je metoda aplikovatelna i ve dvojrozmérnych ptipadech, druhou
otazkou je hledani excitovanych stavii. Excitované stavy jsme hledali v jedné t¥idé
pro kvartické potencialy a podafilo se najit pouze jeden stav. Pro dvojrozmérny
kvarticky Morseho potencial se zadny excitovany stav najit nepodarilo. Neni jis-
té, zda jsme ke hledani excitovanych stavii zvolili Spatny pfistup, nebo zda dalsi
analyticka TeSeni pro excitované stavy viibec neexistuji.

Ve studovanych piipadech nelze v obecném ptipadé dvojrozmérnou Schrodin-
gerovu rovnici separovat na dvé jednorozmeérné. Vysledkem prace je tedy nalezeni
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nového pristupu k feseni dvojrozmérné Schrédingerovy rovnice i nalezeni nékte-
rych novych feseni.
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A:=... A definujeme jako ...
z* komplexni sdruzeni z
ODR obycejna diferencidlni rovnice
PDR parcialni diferencialni rovnice
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