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Cvi£ení 2. 6. 2021

Téma: Shrnutí
Ad minule: Výb¥rová pravidla

Integrál z minula (maticový element sou°adnice z)
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Nyní si v²imneme, ºe cos θ je sou£ástí sférické harmoniky pro l = 1 a m = 0, Y 0
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S maticovým elementem sou°adnic x nebo y m·ºeme postupovat obdobn¥. Tento
postup je moºné pouºít i pro mocniny sou°adnic. Pokud by byl stav na za£átku v jiném
neº základním stav, tak by bylo nejjednodu²²í vyuºít s£ítání moment· hybnosti (Clebsch-
Gordan).

Poruchová teorie

Pokud nás zajímá základní stav systému, tak v kvantové mechanice °e²íme typicky
n¥kolik druh· systém·

• Jednodimenzionální analyticky °e²itelné. (P°ípadn¥ separabilní.)

• Analyticky ne°e²itelné, ale s moºností vytvo°ení maticové reprezentace Hamiltoniánu
a jeho diagonalizace. (Maticová reprezentace m·ºe být nekone£n¥ veliká, ale uvaºu-
jeme, ºe diagonalizace kone£n¥ velké podmatice je pro °e²ení dosta£ující.)

• Analyticky ne°e²itelné, p°íli² velké na diagonalizaci. (Není moºné vybudovat p°ib-
liºný Hamiltonián jako explicitní matici.)

Tém¥° v²echny problémy první kategorie jsme probrali, krom¥ Morseho potenciálu a
moºná n¥£eho jiného. Tedy: Volná £ástice, jáma, rotátor, harmonický oscilátor, moment
hybnosti, atom vodíku.

Problém druhé kategorie byly t°eba interagující oscilátory pro popis van der Waalsovy
interakce. Pro kaºdý oscilátor nám sta£ilo uvaºovat základní a první excitovaný stav a
provést diagonalizaci numericky. Nyní si p°edstavme místo oscilátoru atom. Místo funkcí
harmonického oscilátoru pouºijeme jako bázové funkce vodíku-podobné funkce (nap°ík-
lad). Elektron· je více a zp·sob·, jak jimi obsadit bázové funkce také více. Nicmén¥ pro
men²í po£ty elektron· a bázových funkcí je moºné Hamiltonián vytvo°it jako explicitní
matici a diagonalizovat jej.

P°íklad: Máme 4 elektrony v nekone£né jám¥, kterou aproximujeme tak, ºe uvaºu-
jeme jen 10 stav· s nejniº²í energií. Bez uvaºování spinu m·ºe kaºdý elektron obsadit
jednu hladinu, celkem máme asi 7560 moºností. Coº je moºné diagonalizovat. Pokud
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budeme uvaºovat 20 moºných hladin, je uº moºností asi 170 tisíc. Toto je stále moºné
diagonalizovat i kdyº uº matice zabere asi 200 GB v pam¥ti.

Pro reálné systémy, kde jsou elektron· desítky a bázových funkcí stovky a tisíce,
nejsme schopni Hamiltonián vytvo°it pro v²echny moºné stavy. Typicky uvaºujeme, ºe
elektrony obsadí jen kon�guraci s nejniº²í energií (p°i respektování Fermiho statistiky),
to je vpodstat¥ metoda Hartree-Fock. Tímto p°ístupem ale nedostaneme p°esnou energii
základního stavu, ale jen p°ibliºnou.

Pro získání p°esn¥j²ího odhadu energie základního stavu m·ºeme pouºít nap°íklad
práv¥ poruchovou teorii. Její výhoda spo£ívá v tom, ºe nepot°ebujeme znát celou matici
Hamiltoniánu, ale jen být schopni vypo£ítat jeho maticové elementy.

Pro stejné Hamiltoniány musí diagonalizace a poruchová teorie provedená do nekone£ného
°ádu dávat identické výsledky, jsou to prost¥ dv¥ alternativy nalezení vlastních stav·
Hamiltoniánu. To je moºné si ov¥°it numericky r·znými zp·soby.

i) Pokud uvaºujeme 2×2 Hamiltonián (nediagonální), jsme schopni vypo£ítat vlastní
stavy a vektory. Pro vlastní hodnotu z niº²í energií máme

λ =
1

2

(
e0 + e1 −

√
(e0 − e1)2 + 4V 2

)
,

kde e0 a e1 jsou energie základního a prvního excitovaného stavu, V je maticový element
poruchy. Úprava pomocí rozvedení odmocniny (uvaºujeme |V | < |e0 − e1|) dává opravy
k energii e0 rozvinutými podle °ád· V

e1−e0 . Tyto opravy se shodují s výsledky poruchové
teorie.

ii) Poruchová teorie nám ale dává také vzorec pro p°ibliºný vlastní vektor Hamil-
toniánu:
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kde ψ0
k je neporu²ený vlastní stav, ψk je p°ibliºný nový stav, l jsou jiné neporu²ené

vlastní stavy a Vlk jsou maticové elementy. Víme, ºe matice U vytvo°ená z vlastních
vektor· matice ji diagonalizuje pomocí transformace H ′ = U+HU . Toto je op¥t moºné
si ov¥°it numericky. Pouºití vzorce pro ψk diagonalizuje matici jen p°ibliºn¥, p°esnou
diagonalizaci bychom dostali, pokud bychom zahrnuli v²echny °ády poruchové teorie do
vytvo°ení matice U . (Je 'zajímavé', ºe matice je nesymetrická. Diagonalizaci je moºné
provád¥t i se symetrickou maticí, tam ale podobnost s poruchovou teorií není.) (Toto není
jisté, pro v¥t²í matice by s v¥t²í pravd¥podobností do²lo k numerickým nestabilitám.)

Alternativou je matici diagonalizovat, vytvo°it novou matici rotace U a proces iterovat
do konvergence. (I zde jsme limitováni numerickou p°esností.)


