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Cvi£ení 3. 3. 2021

Téma: Procvi£ování lineární algebry
M¥jme matice

A =
1

2

(
0 1
1 0

)
, B =

1

2

(
0 −i
i 0

)
, C =

1

2

(
1 0
0 −1

)
.

Bez faktoru 1
2
se jedná o tzv. Pauliho matice, které mají n¥kolik zajímavých vlastností.

Pro tyto matice:

• Vypo£t¥te jejich druhou mocninu.

• Vypo£t¥te jejich vlastní £ísla a (normalizované) vlastní vektory, výsledek ov¥°te
p°ímým výpo£tem p·sobení matice na vektor. Normalizovaným vlastním vektor·m
budeme °íkat vlastní stavy a budeme je zna£it nap°. |a+〉 pro vlastní vektor matice
A s kladným vlastním £íslem.

• Ukaºte, ºe vlastní stavy jedné matice tvo°í ortonormální bázi, tedy 〈ai|aj〉 = δij.
Ukaºte, ºe vlastní stavy r·zných matic nejsou na sebe kolmé.

V posledním kroku jsme vypo£ítali skalární sou£in dvou stav·, tedy projekci jednoho
stavu na jiný. V kvantové mechanice je taková v¥c d·leºitá: nachází-li se £ástice v libovol-
ném po£áte£ním stavu, projekcí na vlastní stavy operátoru (matice) dostaneme koe�cient
rozvoje do báze vlastních stav· matice. Tedy platí

|ψ〉 =
∑
i

|i〉〈i|ψ〉 ,

kde |ψ〉 je po£áte£ní stav, |i〉 je vlastní stav operátoru (matice), zmín¥ný koe�cient rozvoje
je potom 〈i|ψ〉. Kvadrát koe�cientu rozvoje dá pravd¥podobnost nam¥°ení dané vlastní
hodnoty matice. Vypo£t¥te koe�cienty rozvoje stavu |c+〉 v bázi vlastních stav· matice
B, a také kvadráty jejich absolutních hodnot.

V kvantové mechanice £asto pouºíváme termín st°ední hodnota m¥°ení, jedná se o
hodnotu 〈ψ|Â|ψ〉, kde Â je operátor. Pomocí vektor· a matic st°ední hodnotu vypo£teme
jako v+Av, kde v je vektor a A matice. Vypo£t¥te st°ední hodnotu C pro stav |c+〉,
st°ední hodnotu A pro stav |a+〉, a dále 〈c+|Â|c+〉 a 〈a+|Ĉ|a+〉. Zjistíme, ºe st°ední
hodnota daného stavu odpovídá vlastní hodnot¥, pro nevlastní stav je st°ední hodnota
ur£ena rozvojem do vlastních stav·.

Pro matice a operátory platí zajímavá relace

O =
∑
i

λi|i〉〈i| ,

kde O je operátor (matice), suma je p°es vlastní stavy, λi jsou vlastní hodnoty a |i〉
odpovídající vlastní vektory. Pomocí tohoto stavu vypo£t¥te matice A a C.

Abychom mohli s maticemi pracovat, máme je vyjád°ené v n¥jaké bázi. Pouºíváme
bázi vlastních stav· matice C, proto jsou také tyto stavy

(
1
0

)
a
(
0
1

)
. Ale £asto chceme

pracovat v jiné bázi, nap°íklad v bázi vlastních vektor· matice A. Potom musíme provést
transformaci báze pomocí matice transformace U , do které se°adíme vlastní vektory nové
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báze. Transformace matice je pak O′ = U+OU . Prove¤te transformaci A do báze jejích
vlastních vektor·.

Matice A, B a C odpovídají m¥°ení spinu podél os x, y a z. Matici m¥°ení podél
libovolné osy ~n získáme jako

Sn = ~n · (A,B,C) ,

kde (A,B,C) je vpodstat¥ tenzor °ádu t°i. Výsledkem je tedy matice 2×2. Pro n =
1√
2
(1, 0, 1) vypo£t¥te matici Sn a ov¥°te, ºe vlastní vektor získaný obdobným zp·sobem

jako matice Sn je jejím vlastním stavem.


