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Cvi£ení 14. 4. 2021

Téma: Harmonický oscilátor
Anihila£ní a krea£ní operátory

Pro harmonický oscilátor m·ºeme de�novat anihila£ní a krea£ní operátory, a a a†,
které p·sobí na stav |n〉 následujícím zp·sobem:

a|n〉 =
√
n|n− 1〉 a†|n〉 =

√
n+ 1|n+ 1〉 .

K t¥mto operátor·m jste na p°edná²ce dosp¥li pomocí bezrozm¥rných operátor· polohy
a hybnosti x̃ =

√
mωx a p̃ = 1√

mω
p. S pomocí x̃ a p̃ pí²eme

a =
1√
2~

(x̃+ ip̃) a† =
1√
2~

(x̃− ip̃) .

. P·sobením operátoru a† na stav |0〉 v x-reprezentaci získejte stav |1〉.

. P·sobením operátoru a† na stav |0〉 v p-reprezentaci získejte stav |1〉. Ov¥°te, ºe
získaná funkce je normalizovaná.

. Pro rychlíky: Vypo£t¥te stav |2〉.
V p°edcházejícím vyuºijeme vyjád°ení stavu |0〉 v x- a p-reprezentaci:

f0(x) =
1√
α 4√πe

− x2

2α2

f0(p) =
√
α√

~ 4√πe
−α

2p2

2~2 .

(�e²ení na VII-2.)
Práce s a a a†

Krea£ní a anihila£ní operátory pro harmonický oscilátor jsou uºite£né a hodn¥ se
vyuºívají. Typicky v p°ípadech, kdy je problém moºné p°evést na oscilátor, p°ípadn¥
soustavu oscilátor·. Obdobné operátory se také vyuºívají pro popis mnohoelektronových
systém·.

. Vyjád°ete operátory x a p pomocí operátor· a a a†. (VII-3)

. Vypo£t¥te komuta£ní relaci pro operátory a a a† s vyuºitím [x, p] = i~. (VII-6)

. Vypo£t¥te maticovou reprezentaci operátor· x a x2. Pouºijte p°itom vyjád°ení x
pomocí a a a† a komuta£ní relace pro zápis do normálního po°adí (operátor a vpravo, a†

vlevo). �ást matice zapi²te. (VII-3)
. Pro rychlíky: Vyjád°ete operátor a3 pomocí a a a† v normálním po°adí.
V poruchové teorii a interakci systému se zá°ením nás £asto zajímají tzv. výb¥rová

pravidla. Tedy vztahy mezi matematickým tvarem interakce a povolenými p°echody
mezi stavy. Povolené p°echody jsou takové, pro které jsou maticové elementy interakce
nenulové. Pro harmonický oscilátor jsou pravidla jednoduchá. Pokud je interakce tvaru
xn, je p°echod povolený jen mezi ur£itými stavy, jakými? Závisí n¥jak výsledek na parit¥
n? (VII-3)

Vyuºití a a a†

M¥jme základní stav oscilátoru centrovaného na x = 0, budeme ho zna£it f0(x). Vedle
n¥ho si p°edstavme dal²í oscilátor, centrovaný na x = x0. Ten má také vlastní základní
stav, budeme ho zna£it fT (x). Jednou z v¥cí, která by nás mohla zajímat, je rozvoj zák-
ladního stavu posunutého oscilátoru v bázi funkcí oscilátoru centrovaného na x = 0. Tedy



2

rozvoj |0T 〉 =
∑

n cn|n〉 ve kterém hledáme koe�cienty cn. Tento výpo£et je moºné ud¥lat
n¥kolika zp·soby, pokud nenajdeme n¥jaký elegantní vzorec, tak není moºné vypo£ítat
v²echny cn, ale jen jejich £ást. Nap°íklad je moºné provést integraci x-reprezentací bá-
zových funkcí (stav· |n〉) s funkcí fT (x). Je také moºné vytvo°it maticovou reprezentaci
posunutého Hamiltoniánu v bázi stav· |n〉 a tu pak diagonalizovat. V následujícím si
funkci fT (x) vyjád°íme jako fT (x) = f0(x)g(x). To nám umoºní vypo£ítat koe�cienty
cn podle cn = 〈n|0T 〉 = 〈n|g|0〉. Tento postup nám umoºní si ukázat, co je moºné s
anihila£ními a krea£ními operátory provád¥t.

. Napi²te funkci základního stavu posunutého oscilátoru (v x-repre). (VII-4)

. P°epi²te základní stav posunutého oscilátoru fT (x) do tvaru fT (x) = f0(x)g(x).
(VII-4)

. Rozepi²te funkci g(x) pomocí Taylorova rozvoje. (VII-4)
Nyní jsme dosp¥li do stavu, kdy máme p·vodní stav |0T 〉 vyjád°ený pomocí stavu

p·vodní báze (krát funkce g(x)). Nyní se tedy m·ºeme pokusit vypo£ítat n¥které koe-
�cienty, za£neme c0. P°i pouºití anihila£ních a krea£ních operátor· je t°eba se nejd°íve
zamyslet, po správné úvaze se v¥t²inou výpo£et zna£n¥ zjednodu²í.

. N¥které £leny Taylorova rozvoje funkce g(x) budou mít nulové p°ísp¥vky k 〈0|g|0〉.
Které to budou? (VII-4)

. Uvaºujme p°ísp¥vky £len· x2 a x4, vyjád°ených pomocí a a a†. Op¥t budou p°ispívat
jen n¥které, které? (VII-6)

. Jedním z p°ispívajících £len· x4 je a2a†2. Ov¥°te, ºe vyjád°ený takto a v normálním
po°adí (a vpravo) dává stejnou st°ední hodnotu pro stav |0〉. (VII-6)

. Pro rychlíky: Vypo£t¥te koe�cient c0 pomocí explicitní integrace, tedy 〈0|0T 〉. (VII-
5)


