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Cvi£ení 26. 5. 2021

Téma: Moment hybnosti a atom vodíku
Moment hybnosti je ~L = ~r × ~p, tedy sloºkov¥ Li = εijkrjpk.
Kvantována je velikost momentu hybnosti (operátor L2) a poté pr·m¥ty na zvolenou

(libovolnou) osu, obvykle volíme osu z £ímº dostaneme operátor pr·m¥tu Lz. Vlastní
stavy L2 a Lz jsou sférické harmoniky Y m

l (θ, φ). Ty tvo°í ortonormální bázi v úhlových
sou°adnicích, tedy platí

〈Y m′

l′ |Y m
l 〉 = δl,l′δm,m′ ,

kde l a m jsou kvantová £ísla velikosti momentu hybnosti a jeho pr·m¥tu na osu z.
Kvantová £ísla mohou nabývat hodnot l = 0, 1, 2, . . . a m = −l, . . . , l, vlastní hodnoty
velikosti L2 jsou ~2l(l + 1) a pr·m¥tu ~m.

Maticová reprezentace momentu hybnosti (z minula)
D·leºitými operátory pro moment hybnosti jsou zvy²ovací a sniºovací operátory, L±,

pro které platí
L±|lm〉 = ~

√
l(l + 1)−m(m± 1)|lm± 1〉 .

Matice L+ a L− pro l = 1 mají tvar (v bázi m = 1, 0,−1):
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. Pouºijte L± = Lx ± iLy pro vytvo°ení matic Lx a Ly.
. Ov¥°te, ºe matice L2

x + L2
y + L2

z pro l = 1 je shodná s maticí L2.
. Ov¥°te [Lx, Ly] = i~Lz.
(XI-5)
Vlastní a st°ední hodnoty L2 a Lz v r·zných reprezentacích

Budeme uvaºovat stavy Y 0
0 a Y 0

1 .
. Jaké jsou vlastní hodnoty operátor· L2 a Lz pro dané stavy?
Oba stavy zkombinujeme do funkce ψ = 1√

2
(Y 0

0 + Y 0
1 ).

. Je ψ vlastní funkce L2 nebo Lz?

. Vypo£t¥te st°ední hodnotu L2 a Lz pro ψ.
(XI-3)
Nyní výpo£et provedeme v maticové reprezentaci Lz a L2. Bude nám sta£it vytvo°it

matice v bázi stav· Y 0
0 a Y 0

1 , p°ípadn¥ m·ºeme vytvo°it matice v bázi v²ech stav· s l = 0
nebo l = 1.

. Vytvo°te matice Lz a L2 ve zvolené bázi.

. Napi²te stav ψ jako vektor ve zvolené bázi a vypo£t¥te st°ední hodnotu.
(XI-5)
Pro rychlíky: Nakonec budeme výpo£et opakovat ve sférických sou°adnicích kde

Y 0
0 =

1√
4π

a Y 0
1 =

√
3

4π
cos θ .

Dále
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cos θ
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)
a Lz = −i~ ∂

∂φ
.



2

Tedy:
. Jaký je výsledek akce Lz na oba stavy?
. Jaká je st°ední hodnota Lz a L2 pro ψ?
(XI-3)
Atom vodíku

Atom vodíku je asi druhý nejsloºit¥j²í systém, který lze vy°e²it analyticky, a také jeden
ze dvou existujících systém·, které lze vy°e²it analyticky. Tím druhým je iont H+

2 , který
je moºné vy°e²it v eliptických sou°adnicích (a moºná jen pro základní stav). �e²ení pro
vodík je také moºné pouºít pro ionty, které mají pouze jeden elektron, tedy nap°. O7+ a
podobné.

P°i hledání vlnové funkce atomu vodíku m·ºeme uvaºovat kone£nou hmotnost jádra,
nebo ne. Kone£ná hmotnost jádra zm¥ní trochu energetické hladiny a tím také energie
p°echod· mezi hladinami, tedy emisní nebo absorp£ní spektra. Tyto rozdíly jsou po-
zorovatelné experimentáln¥.

�e²ení atomu vodíku je moºné rozd¥lit na úhlovou £ást a radiální £ást. �e²ením úhlové
£ásti jsou sférické harmoniky Y m

l (θ, φ) (moment hybnosti elektronu je integrál pohybu) a
odpovídající dv¥ kvantová £ísla: velikost l a pr·m¥t m momentu hybnosti. Pro radiální
£ást Rnl(r) dostaneme dal²í kvantové £íslo, které udává po£et nod nebo maxim v radiální
£ásti. Obvykle ale pouºíváme tzv. hlavní kvantové £íslo n, jelikoº to udává energii °e²ení
na úrovni Schrödingerovy rovnice. (�e²ení se komplikuje p°i uváºení relativistických
efekt·, tedy °e²ení zaloºených na Diracov¥ rovnici, energie potom závisí i na l.)

Hlavní kvantové £íslo n m·ºe nabývat hodnot n = 1, 2, 3, . . . . Pomocí n¥j vyjád°íme
energii:

En = − me4

2~2(4πε)2
1

n2
.

Hlavní kvantové £íslo udává celkový po£et nod vlnové funkce zvý²ený o jedna. Pro
základní stav s n = 1 je tedy po£et nod vlnové funkce nula (funkce nikde není rovna nule).
Pro první excitovaný stav s n = 2 je noda bu¤ v radiální £ásti a sférická £ást je potom
symetrická (rovna Y 0

0 ), nebo radiální £ást nulu neprotíná a nodu mají úhlové £ásti. Moºná
kvantová £ísla momentu hybnosti pak jsou l = 1 a m = 1, 0,−1. Moºná si vzpomeneme
na 2s a 2p funkce/orbitaly z chemie na st°ední ²kole. Z toho je moºné odvodit, ºe pro
dané n je nejvy²²í povolená hodnota l = n− 1, moºný po£et stav· pro dané n je n2.

Vlnové funkce atomu vodíku

Vlnová funkce základního stavu vodíku-podobnému atomu je

ψ100 =
1√
π

(
Z

a0

) 3
2

e
−Zr

a0 ,

kde a0 = ~24πε
me2

je tzv. Bohr·v polom¥r vodíku a Z je náboj jádra.
. Ov¥°te, ºe je vlnová funkce normalizovaná.
Pozn.: Integrál

∫∞
0
rne−αrdr de�nuje tzv. Γ funkci. Je roven n!

αn+1 .
. Vypo£t¥te maximum pravd¥podobnosti pro výskyt elektronu, tedy maximum funkce

r2|ψ100|2.
Pro rychlíky: Vypo£t¥te st°ední hodnotu vzdálenosti elektronu od jádra.
(XII-1)
Výb¥rová pravidla
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Atom vodíku je moºné vyexcitovat ze základního stavu na vy²²í hladinu pomocí elek-
tromagnetického zá°ení. P°itom se zm¥ní kvantová £ísla z hodnoty (1, 0, 0) na (n, l,m).
Ukáºeme si nyní, ºe zm¥na l a m není libovolná, ale musí spl¬ovat tzv. výb¥rová pravidla.
Ta jsou dána nenulovými maticovými elementy operátoru interakce se zá°ením. Operátor
interakce se zá°ením obsahuje operátor ~r.

Nejprve budeme uvaºovat sloºku x = r sin θ cosφ a problém rozd¥líme na úhlovou a
radiální £ást. Ve sférických harmonikách vystupuje m ve funkci eimφ, l udává mocninu
závislosti na θ, tedy sinl(θ) pro l = m. Pro niº²í m se objevují funkce cos θ, ale vºdy
dohromady s sin θ dají mocninu l. Zárove¬ víme, ºe sférické harmoniky tvo°í ortonormální
bázi, tedy aby byl maticový element nenulový, musí být l im shodná. Operátor x obsahuje
sin θ v první mocnin¥ a cosφ také v první mocnin¥. Sférické harmoniky mají tvar (do
l = 2)

Y 0
0 =

1√
4π

Y 0
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√
3

4π
cos θ

Y ±11 = ∓
√
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8π
sin θe±iφ

Y 0
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√
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cos θ sin θe±iφ

Y ±22 =

√
15

32π
sin2 θe±2iφ .

. V jakém vztahu musí být hodnoty l a l′, aby 〈n′l′m′| sin θ|nlm〉 bylo nenulové p°i
integraci p°es θ?

. V jakém vztahu musí být hodnoty m a m′, aby 〈n′l′m′| cosφ|nlm〉 bylo nenulové p°i
integraci p°es φ?

Pro základní stav je moºné postupovat i inverzn¥, rozvinutím úhlové £ásti x do sférick-
ých harmonik a p°edstíráním, ºe nás zajímá maticový element Y 0

0 = 1√
4π
.

. Vyjád°ete funkci sin θ cosφ pomocí sférických harmonik.

. Vypo£t¥te maticový element Y 0
0 mezi harmonikami s l = 1 a funkcí sin θ cosφ.

Pouºijte vyjád°ení sin θ cosφ pomocí harmonik, ne jako explicitní funkce θ a φ, a relací
ortogonality.

Radiální vlnové funkce jsou

R10 =
2

a
3/2
0

e−r/a0 a R21 =
1

2
√

6a
3/2
0

r

a0
e−r/2a0 .

. Ukaºte, ºe maticový element r je pro tyto vlnové funkce nenulový. Je t°eba uvaºovat
r2 z Jakobiánu!

Nyní budeme uvaºovat z = r cos θ.
. Vyjád°ete cos θ pomocí sférických harmonik.
. Co platí pro zm¥nu l a m, aby integrace p°es úhlovou £ást 〈ψ100|z|ψnlm〉 byla

nenulová?
Pozn.: Pro p°echody mezi jinými stavy pot°ebujeme zkombinovat dv¥ sférické har-

moniky s r·znými hodnotami l a m na jednu. (Potom m·ºeme pouºít relace ortogonality.)
Pravidla a koe�cienty pro tyto kombinace se dají odvodit a °íká se jim Clebsch-Gordanovy
koe�cienty.


