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M¥jme funkce

f0(x) =
1
4√πe

−x2

2

f1(x) =
√

2√
π
xe−

x2

2

f2(x) =
1√
2
√
π
(2x2 − 1)e−

x2

2 ,

o kterých víme, ºe tvo°í ortonormální bázi. Budeme je také zna£it jako |0〉, |1〉 a |2〉, tedy
jako stavy £ástice.

Skalární sou£in máme de�novaný

fi · fj =
∫ ∞
−∞

f ∗i (x)fj(x)dx ,

budeme zna£it také 〈i|j〉. Hv¥zdi£ka zna£í komplexní sdruºení, které v tomto p°ípad¥
nehraje roli, ale obecn¥ je t°eba na n¥j nezapomínat. (I u t¥chto reálných funkcí se objeví
komplexní faktor pokud uvaºujeme vývoj v £ase.)

Nyní se vrátíme k pojmu operátor, coº je objekt, který po p·sobení na funkci vrátí
op¥t funkci. Jednoduchý operátor m·ºeme získat nap°íklad ze sou°adnice x a funguje
zp·sobem x̂ : f(x) → xf(x), kde st°í²ka zna£í operátor a f(x) je obecná funkce. Tedy
operátor x̂ funguje tak, ºe libovolnou funkci vynásobí funkcí x. Pokud je výsledek tvaru
Ô|ψ〉 = λ|ψ〉, tedy p·sobením operátoru Ô na stav |ψ〉 získáme násobek p·vodní funkce,
pak je |ψ〉 vlastní funkcí operátoru Ô. Je to tedy obdobné situaci u matic.

. Zjist¥te, zda jsou funkce fi vlastními funkcemi operátoru x̂. Pokud ne, p°eve¤te pro
f0 a f1 výsledek na tvar

xfi =
∑
n

cnfn nebo tedy x|i〉 =
∑
n

cn|n〉 . (1)

Jak zjistíme, p·sobením x na fi získáme kombinaci stav· s i pouze o jedna vy²²ím a o
jedna niº²ím. (Je zajímavé, ºe operátor derivace p·sobí obdobn¥, jen se li²í znaménkem.)

Pro operátory také m·ºeme vypo£ítat st°ední hodnotu 〈ψ|Ô|ψ〉. Pro operátor x je
st°ední hodnota odpov¥dí na otázku: Pokud budeme opakovan¥ m¥°it polohu £ástice,
jaký bude pr·m¥r nam¥°ených hodnot? St°ední hodnotu x vypo£teme pomocí integrálu∫∞
−∞ f

∗
i xfidx.

. Jaká je st°ední hodnota x pro funkce f0, f1 a f2?
Místo integrace m·ºeme také p°i výpo£tu st°ední hodnoty pracovat p°ímo se stavy

|i〉 a vyuºít znalosti p·sobení operátoru na stav, t.j. pravé £ásti rovnice (1). Víme-li, ºe
x|0〉 = 1√

2
|1〉, potom st°ední hodnotu pro stav |0〉 m·ºeme vypo£ítat jako

〈0|x|0〉 = 〈0| 1√
2
|1〉 = 1√

2
〈0|1〉 = 0 ,

kde v prvním kroce zap·sobil operátor x na stav |0〉, poté jsme vytkli odmocninu dop°edu
a nakonec nám zbyl skalární sou£in stav· |0〉 a |1〉, který nemusíme po£ítat, protoºe stavy
tvo°í ortonormální bázi. Pokud je n¥co v zápisu matoucí, je moºné si p°edstavit místo
jednotlivých stav· funkce a místo skalárního sou£inu integrál.
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. Vypo£t¥te 〈1|x|1〉 s pouºitím znalosti p·sobení x na stav |1〉.
Nyní si p°edstavme, ºe místo toho, ºe operátor obloºíme zleva i zprava stejným stavem

(〈n|Ô|n〉), obloºíme jej zleva a zprava r·znými stavy, tedy 〈n|Ô|m〉. Tomu °íkáme mati-
cový element, nebo´ uspo°ádáním v²ech t¥chto hodnot pro v²echny moºné kombinace n a
m získáme matici, které °íkáme matice operátoru. Na diagonále této matice se vyskytují
st°ední hodnoty.

. Vypo£t¥te matici operátoru x v bázi stav· |0〉, |1〉 a |2〉. Vyuºijte znalosti st°edních
hodnot, znalost p·sobení operátoru x na stavy |0〉, |1〉 a |2〉 a to, ºe p·sobením x na n
získáme kombinaci stav· |n+1〉 a |n− 1〉. Matice je také symetrická. Výsledkem by tedy
m¥la být matice 3×3.

. Umocn¥ním 3×3 podmatice operátoru x na druhou získejte £ást matice operátoru
x2. Ov¥°te výsledek pomocí výpo£tu st°ední hodnoty x2 pro stav |0〉. (Pouºijte explicitní
integraci p°es prom¥nnou x a integrály p°es gaussovky.)


