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Domácí úkol 12. 5. 2021

Van der Waalsovy interakce mezi dv¥ma atomy v rovin¥ xy
Pozn.: K úkolu je Google Colab notebook na
Odkaz na Colab
Pokud to p·jde, pouºijte jej v druhé (dobrovolné) £ásti úkolu. P°ípadn¥ je moºné

provést diagonalizaci v jiném programu.
Úvod
Vy°e²it Schrödingerovu rovnici pro systémy s mnoha interagujícími £ásticemi je v

kvantové mechanice obtíºné a v¥t²inou nemoºné, pokud chceme vy°e²ít rovnici p°esn¥.
Problém spo£ívá v tom, ºe v²echny £ástice interagují se v²emi ostatními a není tak moºné
problém separovat na jednotlivé dimenze. Pro 10 elektron· v molekule vody bychom
museli °e²it 30 dimenzionální rovnici pro elektrony. Numerické °e²ení není také zrovna
jednoduché, nebo´ funkci Ψ(r1, . . . , r10) musíme n¥jak reprezentovat. Pokud bychom
uvaºovali v kaºdé dimenzi 10 bázových funkcí, museli bychom vy°e²it soustavu s 1030

koe�cienty. Z tohoto d·vodu Schrödingerovu rovnici pro reálné systémy °e²íme p°ibliºn¥.
Jedna z hlavních metod spo£ívá v aproximaci vlnové funkce, o které prohlásíme, ºe je

faktorizovatelná v jednotlivých dimenzích, tedy

Ψ(r1, . . . , rn) ≈ φ1(r1) . . . φn(rn) .

Této form¥ vlnové funkce se °íká Hartreeho sou£in (Hartree product), jednotlivým φi(ri)
v¥t²inou °íkáme jednoelektronové orbitaly. Takováto forma vlnové funkce p°evede Schrödingerovu
rovnici na sadu jednoelektronových rovnic, jednu pro kaºdý orbital φi. Jejich vy°e²ením
získáme jednotlivé orbitaly. Problém této vlnové funkce je ten, ºe nerespektuje anti-
symetrii. To je moºné napravit pouºitím sloºit¥j²í vlnové funkce, která sestává z n!
Hartreeho sou£in· s permutovanými sou°adnicemi. Nap°íklad pro dva elektrony máme

ψ(r1, r2) =
1√
2

(φ1(r1)φ2(r2)− φ2(r1)φ1(r2)) .

Tato forma je podobná determinantu matice a opravdu je moºné vlnovou funkci zapsat
pomocí determinantu, kterému °íkáme Slater·v. Této aproximaci °íkáme Hartree-Fockova
a op¥t vede na jednoelektronovou rovnici (nyní pouze jednu pro v²echny orbitaly). Z
ní získáme sadu vlastních funkcí (orbital·) a energií a celkovou vlnovou funkci potom
vytvo°íme z orbital· s nejniº²ími energiemi.

V Hartree-Fockov¥ aproximaci £ástice interagují jen s pr·m¥rnou hustotou ostatních
elektron·, jen pro elektrony se stejným spinem je navíc vlnová funkce rovna nule pokud
jsou jejich sou°adnice identické. T.j., je respektován Pauliho vylu£ovací princip. Interakce
s pr·m¥rnou hustotou ostatních elektron· je d·sledek faktorizace vlnové funkce. Abychom
se p°iblíºili p°esnému °e²ení, je moºné vlnovou funkci kombinovat z r·zných Slaterových
determinant· ψi, obsahujících i orbitaly s vy²²ími energiemi. Vlnová funkce Ψ je tedy pak

Ψ =
∑
i

ciψi .

Koe�cienty ci pro jednotlivé p°ísp¥vky m·ºeme vypo£ítat pomocí diagonalizace mati-
cové reprezentace Hamiltoniánu v bázi Slaterových determinant· (metoda kon�kura£ní
interakce [Con�guration interaction]), pomocí poruchové teorie (v tomto kontext zvané
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Møllerova-Plessetova), £i pomocí varia£ní optimalizace parameter·. Tímto postupem
zahrneme interakci elektron· na okamºitou polohu ostatních elektron·, tzv. elektronovou
korelaci. Z tohoto d·vodu se rozdílu mezi energií v Hartreeho-Fockov¥ aproximaci a en-
ergií se zapo£tenou korelací °íká korela£ní energie.

Drudeho atomy (Drudeho kvantové oscilátory)
V domácím úkolu se podíváme op¥t na systém Drudeho atom·, kladných bodových

náboj·, p°edstavujících atomová jádra, okolo kterých se pohybuje £ástice s opa£ným nábo-
jem, p°edstavující elektron. Uvaºujeme, interakci mezi elektronem a jádrem v rámci
jednoho Drudeho atomu nepopí²eme Coulombovým zákonem, ale pouºijeme harmonický
potenciál. Vlnové funkce elektronu v izolovaném Drudeho atomu jsou stejné jako v har-
monickém oscilátoru, pokud uvaºujeme t°i dimenze, je vlnová funkce sou£in t°í základních
stav· oscilátoru podél os x, y a z: |Ψ〉 = |0x0y0z〉.

Uvaºujme nyní dva Drudeho atomy bez interakce. Hamiltonián je tvaru

H = H1 ⊗ 1 + 1⊗H2 ,

kde oba Hamiltoniány jsou pro 3D oscilátory (H1 = Hx ⊗ 1 ⊗ 1 + 1 ⊗ Hy ⊗ 1 + 1 ⊗
1 ⊗ Hz) Hamiltonián je op¥t moºné separovat do jednotlivých dimenzí a vlnová funkce
základního stavu elektron· je tvaru |ΨH〉 = |0x10y10z10x20y20z2〉. Vlnová funkce má tedy
tvar Hartreeho sou£inu, v prvních t°ech oscilátorech je £ástice na prvním atomu, v druhé
trojici £ástice na druhém atomu. Jelikoº budeme uvaºovat vzdálené Drudeho atomy,
dovolíme si antisymetrii vlnové funkce ignorovat. Nicmén¥ její efekt je pro vzdálené
atomy nulový.

Uvaºujme nyní Hamiltonián se vzájemnou elektrostatickou interakcí danou poten-
ciálem

V =
e2

4πε0

(
~r1 · ~r2
|R|3

− 3
(~r1 · ~R)(~r2 · ~R)

|R|5

)
, (1)

kde ~R je vektor spojující ob¥ jádra. Pokud je ~R = (R, 0, 0), bude mít interakce tvar

V =
e2

4πε0

1

R3
(−2x1x2 + y1y2 + z1z2) . (2)

. Vzorec pro ~R = (R, 0, 0) odvo¤te.
Nyní máme interakci a vlnovou funkci v Hartreeho aproximaci. Ta by nem¥la popisovat

korelaci, tedy její st°ední hodnota pro |ΨH〉 by m¥la být nulová.
. Ov¥°te. Nejlépe argumentem p°evád¥jícím operátory sou°adnice na krea£ní a anihi-

la£ní operátory.
Pozn.: To, ºe zapnutí interakce neovlivní základní stav je moºné nahlédnout z argu-

mentace pomocí klasické elektrostatiky. Z velké vzdálenosti je Drudeho atom nábojov¥
neutrální objekt.

Pozn.: Na p°edná²ce byla zmín¥na poruchová teorie. Interakci m·ºeme povaºovat
za poruchu. V poruchové teorie je korekce k energii stavu v prvním °ádu poruchy dána
maticovým elementem poruchy, tedy její st°ední hodnotou pro daný stav. Vidíme, ºe v
prvním °ádu je korekce nulová (i pro jiné stavy neº ten základní).

Na cvi£ení jsme problém vy°e²ili pro dva 1D oscilátory.
./ Colab: Vy°e²te pro dva 2D oscilátory.
./ Colab: Vy°e²te pro dva 3D oscilátory, pokud je to moºné.
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Oto£ené Drudeho atomy
Nyní pouºijeme obecný vzorec (1) a budeme uvaºovat jinou polohu druhého atomu:

~R = (R cosφ,R sinφ, 0).
. Odvo¤te tvar interakce z rovnice (1).
Identický vzorec je také moºné odvodit pouºitím transformace sou°adnic na p°ípad,

kdy ~R = (R, 0, 0), tedy rovnici (2). Z p·vodního bodu (R, 0, 0) se stal bod (R cosφ,R sinφ, 0),
tedy p·vodní x se zm¥nilo na x′ cosφ+ y′ sinφ v nových sou°adnicích.

. Jak se transformuje y′?

. Pouºijte transformaci sou°adnic na vzorec (2). Výsledný vztah by m¥l být identický
s tím odvozeným z rovnice (1).

Dobrovolná £ást v Colab/Mathematice
Pro více dimenzí se dostáváme do situace, kdy není moºné matice diagonalizovat ru£n¥.

K diagonalizaci matice musíme vyuºít po£íta£e. Alternativou k diagonalizaci je poru-
chová teorie, která nám umoº¬uje (v tomto p°ípad¥) jednodu²e vypo£ítat nejd·leºit¥j²í
p°ísp¥vky.

Pro vypl¬ování v G. Colab je t°eba notebook uloºit do svého disku a zm¥nit, poté
mi ho poslat, p°ípadn¥ poslat výsledky. Pro Mathematiku asi poslat výsledky, p°ípadn¥
n¥jaké obrázky.

. Podle návodu vybudujte matici Hamiltoniánu a matici interakce pro dva oscilátory
v xy rovin¥, jeden v po£átku, druhý v (R cosφ,R sinφ, 0).

Pro kaºdý oscilátor uvaºujeme jen základní a první excitovaný stav. Pro dva dvourozm¥rné
oscilátory dostaneme 16 bázových funkcí: |0000〉, |0001〉, . . . , |1111〉, kde £ísla postupn¥
ozna£ují kvantové £íslo oscilátoru v x1, x2, y1 a y2. Celkový Hamiltonián máme tedy
reprezentovaný jako 16×16 matici se kterou si Colab moc neporadil, ale to nevadí. Pokud
nás zajímají korekce k základnímu stavu, je moºné zmen²it matici na velikost 8×8 tím, ºe
vyhodíme bázové funkce, které porucha (a její mocniny) nekapluje se základním stavem.

. Které to jsou? (Uvaºujme n¥jaký nenulový maticový element interakce, o kolik se
li²í sou£et kvantových £ísel oscilátor· v bra a v ketu?)

Matici 8×8 Colab taky nedal bez dosazení za prom¥nné. Tedy sta£í ud¥lat následující
. Za symboly dosa¤te vhodné hodnoty (~ = 1, m = 1, e2

4πε0
= 1, ω = 1, R = 5.0) a

prove¤te diagonalizaci pro r·zné hodnoty φ. Ov¥°te, ºe vlastní hodnoty jsou stejné.
Tedy, podle o£ekávání se vlastní £ísla nem¥ní pro r·zné orientace os sou°adnic.
. Pro φ = 0, a asi i φ = π/2 je moºné diagonalizaci provést bez dosazení za R.

Prove¤te a výsledný vzorec pro nejniº²í vlastní hodnotu upravte na n¥co rozumného.


