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Cvi£ení 27. 4. 2022

Téma: Moment hybnosti
Vlastní a st°ední hodnoty L2 a Lz v r·zných reprezentacích

Budeme uvaºovat stavy Y 0
0 a Y 0

1 .
. Jaké jsou vlastní hodnoty operátor· L2 a Lz pro dané stavy?
Oba stavy zkombinujeme do funkce ψ = 1√

2
(Y 0

0 + Y 0
1 ).

. Je ψ vlastní funkce L2 nebo Lz?

. Vypo£t¥te st°ední hodnotu L2 a Lz pro ψ.
Nyní budeme výpo£et opakovat ve sférických sou°adnicích kde

Y 0
0 =

1√
4π

a Y 0
1 =

√
3

4π
cos θ .

Dále

L2 = −~2
(
∂2

∂θ2
+

cos θ

sin θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

)
a Lz = −i~

∂

∂φ
.

Tedy:
. Jaký je výsledek akce Lz na oba stavy?
. Jaká je st°ední hodnota Lz a L2 pro φ?
Nakonec výpo£et provedeme v maticové reprezentaci Lz a L2. Bude nám sta£it

vytvo°it matice v bázi stav· Y 0
0 a Y 0

1 , p°ípadn¥ m·ºeme vytvo°it matice v bázi v²ech
stav· s l = 0 nebo l = 1.

. Vytvo°te matice Lz a L2 ve zvolené bázi.

. Napi²te stav ψ jako vektor ve zvolené bázi a vypo£t¥te st°ední hodnotu.
Komutátory s θ a φ
Trochu vyuºijeme sférické sou°adnice k zopakování komutátor·.
. �emu je roven komutátor [ ∂

∂φ
, ∂
∂θ
]? Pro£?

Nyní uvaºujme operátory sin θ ∂
∂φ

a ∂
∂θ
.

. Bude jejich komutátor nenulový? Pro£?

. Vypo£t¥te komutátor s pomocí testovací funkce f(θ, φ).

. Ov¥°te správnost p°ede²lého výpo£tu aplikací na funkci g(θ, φ) = sin θeiφ.
Maticové elementy x, y a z
Funkce Y m

l jsou vlastní funkce L2 a Lz. V této bázi jsou i operátory Lx, Ly, L+

a L− blokov¥ diagonální, nenulový blok je vºdy pro stejnou hodnotu l. Existují ale i
operátory, které mají n¥které z mimodiagonálních blok· nenulové. Typicky se jedná o
operátory obsahující cos θ nebo sin θ, coº jsou nap°íklad operátory kartézských sou°adnic
nebo´ x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ a z = cos θ.

Uvaºujme nap°íklad sférickou £ást operátoru x, tedy sin θ cosφ. Uvaºujme dále mati-
cový element mezi základním stavem a stavy s l = 1.

. Víme-li, ºe sférické harmoniky tvo°í ortonormální bázi, pro jaké hodnoty m budou
maticové elementy 〈Y 0

0 |x|Y m
1 〉 nenulové? Postupujme tak, ºe 〈Y 0

0 |x p°epí²eme pomocí
funkcí Y m

1 .
. P°ede²lý krok nyní ov¥°íme explicitním výpo£tem.
Uvaºujme nyní úhlovou £ást z.
. Pro jakou hodnotu m bude maticový element 〈Y 0

0 |z|Y m
1 〉 nenulový?
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. Budou mít x nebo z nenulové maticové elementy 〈Y 0
0 |z|Y m

l 〉 se stavy s l vy²²ím neº
1?

Pozn.: Maticové elementy sou°adnic jsou d·leºité nebo´ jsou t°eba p°i výpo£tech inter-

akce vodíku s elektromagnetickým zá°ením nebo poli obecn¥. Z takzvané dipólové aprox-

imace vyplynou práv¥ maticové elementy sou°adnic v první mocnin¥ pro elektrické pole.

Nutné zm¥ny l a m jsou potom tzv. výb¥rová pravidla.

Pozn.: Clebsch-Gordanovy koe�cienty.

Spin

Uvaºujme je²t¥ maticovou reprezentaci operátor· spinu 1/2, konkrétn¥ sx.

sx =
~
2

(
0 1
1 0

)
.

. Vypo£ítejte vlastní £ísla a stavy matice sx.

. Vyuºijte O =
∑

i λi|i〉〈i| pro zp¥tný výpo£et maticové reprezentace operátoru.
. Jak bude vypadat matice sx, pokud v p°ede²lém vzorci pouºijeme bázi vlastních

stav· sx?

Uºite£né vzore£ky

Y 0
0 =

1√
4π

Y 0
1 =

√
3

4π
cos θ

Y ±11 = ∓
√

3

8π
sin θe±iφ .

navíc Y 1
2 = −

√
15
8π

cos θ sin θeiφ.
Pozn.: Pov²imn¥me si, ºe pro l = 1 vystupuje sin θ nebo cos θ v první mocnin¥, pro

l = 2 jsou geometrické funkce dohromady v mocnin¥ druhé. To je obecné a je lep²í si to

zapamatovat. Dále vlastní hodnotu Lz m·ºeme vid¥t z exponentu exponenciely, která má

tvar eimφ.


