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Cvi£ení 6. 4. 2022

Téma: Gausovka, zvy²ovací a sniºovací operátory, st°ední hodnoty

Na p°edná²ce jste m¥li probírat kvantový oscilátor, systém s potenciálem V = 1
2
mω2x2.

Je to d·leºitý systém, tak se na n¥j op¥t budeme p°ipravovat.
V minulém cvi£ení jsme si ukázali zvy²ovací a sniºovací operátory a ukázaly jejich

vztah k operátor·m x a p.
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Operátory a a a† p·sobí na vlastní stavy takto:

a|n〉 =
√
n|n− 1〉 a†|n〉 =

√
n+ 1|n+ 1〉 .

∞ Maticová reprezentace
P·sobení operátor· a a a† je dob°e vid¥t v maticové reprezentaci, kde se ukáºe i pár

jiných zajímavých v¥cí pro jiné operátory.
Pro p°ipomenutí, maticovou reprezentaci operátoru Ô vytvo°íme z £ísel omn vypo£tených

takto omn = 〈m|Ô|n〉. �ísla omn pak uspo°ádáme do matice O.
. Vypo£t¥te maticovou reprezentaci operátor· a a a† obecn¥ a £ást pro n ≤ 3 napi²te

explicitn¥ jako matici. Jsou hermitovské?
S maticemi m·ºeme ov¥°it n¥které z p°ede²lých výpo£t·.
. Ov¥°te komuta£ní relaci [a, a†] = 1.
. Vypo£t¥te matici operátor· x a p a jejích druhých mocnin.
. Sestrojte matici Hamiltoniánu.
∞ Oscilátor v elektrickém poli
Uvaºujme, ºe £ástice pohybující se v poli kvantového oscilátoru nese náboj a na os-

cilátor p·sobí elektrické pole o konstantní intenzit¥ E. Výsledkem je dodate£ný potenciál
−|e|xE.

. Vypo£t¥te zm¥nu energetických hladin po p°idání potenciálu pomocí p°evedení po-
tenciálu v Hamiltoniánu na úplný £tverec. Diskutujte roli r·zných parametr· ve výsledku.

. Vypo£t¥te zm¥nu energie základního stavu pomocí maticové reprezentace diagonal-
izací £ásti nového Hamiltoniánu.

. Vypo£t¥te zm¥nu energie základního stavu pomocí optimalizace parametru x0 vlnové
funkce
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.Vypo£t¥te zm¥nu energie základního stavu pomocí optimalizace (reálného) parametru
C vlnové funkce
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∞ Gausovky
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∞ Práce s a a a†

Krea£ní a anihila£ní operátory pro harmonický oscilátor jsou uºite£né a hodn¥ se
vyuºívají. Typicky v p°ípadech, kdy je problém moºné p°evést na oscilátor, p°ípadn¥
soustavu oscilátor·. Obdobné operátory se také vyuºívají pro popis mnohoelektronových
systém·.

. Vypo£t¥te komutátor [x, p].

. Vypo£t¥te komuta£ní relaci pro operátory a a a† s vyuºitím [x, p] = i~.

. Vyjád°ete operátory x a p pomocí operátor· a a a†.

. Vyjád°ete operátor x2 pomocí a a a†. Výsledek p°eve¤te do normálního po°adí
(anihila£ní vpravo).

V normálním po°adí je výraz sloºený z â a â† ve tvaru, kdy anihila£ní operátory jsou
v kaºdém £lenu vpravo. Tedy nap°íklad a†2a3. Toho docílíme pouºitím komuta£ní relace
na £leny obsahující anihila£ní operátor nalevo od krea£ního. Pro£ je to uºite£né? �asto
pot°ebujeme vypo£ítat st°ední hodnotu operátoru vyjád°eného pomocí â a â† pro základní
stav. Tedy v normálním po°adí 〈0|a†man|0〉. Jelikoº a|0〉 = 0, v²echny £leny s a vpravo
ihned vypadnou a zbydou jen £leny s m = 0 a n = 0, tedy £ísla.

Pro rychlíky: . Vyjád°ete operátor po£tu excitací a†a v x-reprezentaci, z výsledku
vytkn¥te ~ω, identi�kujte Hamiltonián a odvo¤te výraz pro Hamiltonián, který obsahuje
a†a.
∞ St°ední hodnoty
V minulém cvi£ení jsme po£ítali st°ední hodnoty operátor· x a x2 p°ímo v x-reprezentaci.

Zvy²ovací a sniºovací operátory nám umoº¬ují tyto hodnoty také vypo£ítat a navíc bez
pouºití explicitní integrace.

. Vypo£t¥te st°ední hodnotu operátoru x pomocí a a a† a znalosti jejich akce na stavy
kvantového oscilátoru.

. Vypo£t¥te st°ední hodnoty operátor· p a x2.

. Vypo£t¥te akci operátoru p2 na stav |n〉. Tedy na stav |n〉 operátorem p2 zap·sobte.
Výsledek obloºte zleva stavem 〈n| a dopo£t¥te st°ední hodnotu. (N¥kdy je takovýto
postup uºite£ný, je dobré jej znát.)

. Ov¥°te platnost komuta£ních relací.


