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Cvi£ení 13. 4. 2022

Téma: Maticová reprezentace, moment hybnosti intro

Na p°edná²ce jste m¥li probírat kvantový oscilátor, systém s potenciálem V = 1
2
mω2x2.

Je to d·leºitý systém, tak se na n¥j op¥t budeme p°ipravovat.
V minulém cvi£ení jsme si ukázali zvy²ovací a sniºovací operátory a ukázaly jejich

vztah k operátor·m x a p.
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Operátory a a a† p·sobí na vlastní stavy takto:

a|n〉 =
√
n|n− 1〉 a†|n〉 =

√
n+ 1|n+ 1〉 .

∞ Maticová reprezentace
P·sobení operátor· a a a† je dob°e vid¥t v maticové reprezentaci, kde se ukáºe i pár

jiných zajímavých v¥cí pro jiné operátory.
Pro p°ipomenutí, maticovou reprezentaci operátoru Ô vytvo°íme z £ísel omn vypo£tených

takto omn = 〈m|Ô|n〉. �ísla omn pak uspo°ádáme do matice O.
. Vypo£t¥te maticovou reprezentaci operátor· a a a† obecn¥ a £ást pro n ≤ 3 napi²te

explicitn¥ jako matici. Jsou hermitovské?
S maticemi m·ºeme ov¥°it n¥které z p°ede²lých výpo£t·.
. Ov¥°te komuta£ní relaci [a, a†] = 1.
. Vypo£t¥te matici operátor· x a p a jejích druhých mocnin.
. Sestrojte matici Hamiltoniánu.
∞ Kvantový oscilátor v elektrickém poli
Byl za domácí úkol. Pokud má £ástice pohybující se v poli oscilátoru náboj a zap-

neme elektrické pole, p°ibyde v Hamiltoniánu dal²í £len, potenciál V = −|e|Ex̂. Pomocí
dopln¥ní na úplný £tverec je moºné ov¥°it, ºe základním stavem tohoto systému je op¥t
oscilátor, jen posunutý o x0 = (eE)/(mω2) s energií niº²í o 1

2
e2E2

mω2 .
Pro£ závisí energie kvadraticky na poli? Na po£átku nemá systém monopólový ani

dipólový moment. P°i zapnutí pole se systém polarizuje, vznikne dipól (výchylka x0 závisí
lineárn¥ na intenzit¥ E). Tento indukovaný dipól interaguje s polem, které p°idá dal²í
mocninu E. Kde se vzal dipól, kdyº máme jednu £ástici? P°edpokládáme, ºe v bod¥ x = 0
je £ástice s opa£ným nábojem, která se ale nehýbe. Potenciál kvantového oscilátoru p·sobí
mezi touto �xovanou £ásticí a tou, se kterou po£ítáme.

. Vytvo°te matici p·vodního Hamiltoniánu a matici poruchy V ′.

. Diagonalizujte 2×2 podmatici nebo v¥t²í.
∞ Moment hybnosti úvod
Moment hybnosti je klasicky de�nován jako ~L = ~r × ~p, to samé platí v kvantovce.

Pokud si vektorový sou£in rozepí²eme, dostaneme

~L = (Lx, Ly, Lz) = (ypz − zpy, zpx − xpz, xpy − ypx) ,

kde jednotlivé £ásti jsou sloºky vektoru momentu hybnosti.
Moment hybnosti p·sobí v t°írozm¥rném prostoru, tedy v t¥chto výpo£tech vystupují

t°i sou°adnice a t°i hybnosti, p°i£emº platí nap°. [x, y] = 0 nebo [x, pz] = 0. Pro mo-
ment hybnosti platí n¥kolik p°im¥°en¥ zajímavých vztah·, na kterých si m·ºeme procvi£it
výpo£et komutátor·.
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. Vypo£t¥te komutátor [x, px] (známe, ale bude se hodit v následujícím).

. Vypo£t¥te komutátory [x, Lx], [x, Ly], [x, Lz].

. Vypo£t¥te komutátory [px, Lx], [Lx, Ly].

. Vypo£t¥te komutátor [L2, Lx], kde L2 = L2
x + L2

y + L2
z (skalární operátor).

Operátor momentu hybnosti má vlastní funkce, jimiº jsou sférické harmoniky. Ty
m·ºeme pouºít jako bázi maticové reprezentace, p°ípadn¥ s nimi po£ítat p°ímo. Sférické
harmoniky jsou funkce úhlových sou°adnic θ a φ.

Pro operátor celkové velikosti momentu hybnosti je moºné odvodit vztah
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Pro sloºku Lz potom
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∂φ
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Vlastní stavy závisejí na kvantových £íslech l a m a jsou to sférické harmoniky Y m
l ,

pro l = 0 a l = 1 tyto funkce
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. Ov¥°te, ºe funkce jsou normalizované a na sebe kolmé.

. Ov¥°te, ºe funkce s l = 1 jsou vlastní funkce L2 a Lz.
Platí L2Y l

m = ~2l(l + 1)Y l
m a LzY l

m = ~mY l
m


