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Cvi£ení 16. 2. 2022

Téma: Relevance kvantové mechaniky a lineární algebry
∞ Vlnová délka hmoty (deBroglie) (LS: 21.1.:1)
Jedním z d·leºitých poznatk· na po£átku 20. století byl Einstein·v vztah mezi energií

a frekvencí elektromagnetického vln¥ní s konstantou úm¥rnosti h, kterou nyní nazýváme
Planckova:

E = hν . (1)

Vztah je moºné upravit tak, aby se v n¥m vyskytovala úhlová frekvence ω = 2πν, p°ebý-
vajícími 2π pod¥líme Planckovu konstantu h £ímº získáme tzv. redukovanou Planckovu
konstantu ~ = h

2π
:

E = hν =
h2πν

2π
=

h

2π
ω = ~ω . (2)

Zm¥ny d¥láme hlavn¥ kv·li tomu, ºe ve Schrödingerov¥ rovnici vystupuje ~, jak uvidíme.
Také výpo£ty £asto provádíme v tzv. atomových jednotkách, kde ~ = 1.

Einstein také odvodil vztah p = ~k = h
λ
. K tomu je moºné dojít uváºením energie

bezhmotné relativistické £ástice E = pc a vztahu mezi frekvencí ν, vlnovou délkou λ a
rychlostí ²í°ení zá°ení (uvaºujeme rychlost sv¥tla c pro fotony) λν = c.

DeBroglie pouºil vztah p = h
λ
i pro £ástice, tedy ºe i £ástice mají vlnovou délku.

Vlnová délka £ástice je potom

λ =
h

p
. (3)

P°ípadn¥ uváºením vztahu mezi hybností a kinetickou energií E = p2

2m
dostaneme

λ =
h√
2mE

. (4)

Pro pochopení významu a d·sledk· tohoto vztahu uvaºujme £ástici. Pokud voln¥ letí
prostorem s energií E, bude jí p°íslu²et vlnová délka λ. To bude relevantní v jevech
vyuºívajících interferenci vln¥ní: pr·chod ²t¥rbinou nebo m°íºkou (výsledek podobný jako u
sv¥tla) nebo difrakce na krystalu (elektronové mikroskopy). D·leºité je, kdyº £ástice nebude
volná, ale bude interagovat s n¥jakým potenciálem. Pokud bude vlnová délka podobné ²kály
jako zm¥ny potenciálu, bude jím ovlivn¥na, pokud se budou li²it, tak £ástice ovlivn¥na
nebude.

Uvaºujme nyní n¥kolik systém·, pro které vlnovou délku vypo£teme
. Jaká je vlnová délka cvi£ícího s hmotností 80 kg padajícího z kola rychlostí 10 m/s?

Mohl na asfaltu difrakovat?
Pro výpo£et budeme pot°ebovat hodnotu h = 6, 626 · 10−34 m2 kg/s.
. Víde¬ským v¥dc·m se kdysi poda°ilo zm¥°it difrakci molekul C60, Arndt et al.,

Nature 401, 680 (1999). Jaká byla vlnová délka molekul, pokud let¥ly rychlostí 200 m/s?
Uvaºujme relativní atomovou hmotnost jednoho atomu uhlíku 12, a hodnotu atomové

hmotnostní konstanty mu = 1, 66 · 10−27 kg.
Nyní p°ejdeme k opravu kvantovým systém·m, nejprve k elektron·m. P°ejdeme také k

atomovým jednotkám, ve kterých je ~ = 1, hmotnost elektronu me = 1 a náboj elektronu
qe = 1. Jednotkou energie je pak Hartree, coº je dvojnásobek vazebné energie elektronu v
atomu vodíku. Jednotkou vzdálenosti je Bohr, coº je vzdálenost, ve které by byli elektron
a proton v atomu vodíku, pokud by byly klasické £ástice.
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. V kvantové mechanice £asto pracujeme s energií. Upravte deBrogliho vztah, aby
obsahoval energii E místo hybnosti p, uvaºujme klasický vztah E = p2

2m
.

. Uvaºujme elektron s energií 1 eV= 1
27.2114

Ha. Jaká je jeho vlnová délka? (Výpo£et
prove¤te v atomových jednotkách.)

Výsledná vlnová délka je v Bohrech. M¥li bychom vid¥t, ºe vlnová délka elektronu
je v¥t²í neº 1 Bohr. Pro p°evod do srozumiteln¥j²ích jednotek uvaºujme, ºe 1 Bohr
= 0, 529 Å(ngström), 1 Ångström= 10−10 m.

Nyní budeme uvaºovat £ástice o teplot¥ T se st°ední energií E = 3
2
kBT . Hodnota

Boltzmanovy konstanty je kB = 1, 3806 · 10−23 J/K = 3, 1685 · 10−6 Ha/K.
. Nyní chceme získat vztah pro vlnovou délku £ástice jako funkci teploty a její hmot-

nosti, ideáln¥ v atomových jednotkách. Dostaneme jej vyuºitím E = 3
2
kBT ve vztahu pro

hybnost a dosazením tohoto do deBrogliho rovnice. M¥li bychom získat λ = 2038√
mT

.
U elektron· nás kvantové chování (vlnová délka podobná velikosti atom·) nep°ekvapí,

podíváme se nyní na protony.
. Jaká je vlnová délka protonu p°i teplot¥ 20 K? Hmotnost protonu uvaºujme mp =

1836me.
Ve výsledku je to docela dost. Na druhou stranu, neutrony, které mají podobnou

hmotnost jako protony, se vyuºívají také ke zji²´ování struktury látek pomocí difrakce.
Tedy vlnové délky nutné pro difrakci (cca. 1 Å) musejí být dostupné.

V na²em t¥le probíhá °ada reakcí p°i kterých dochází k p°enosu vodíku (protonu) mezi
molekulami. Nyní zjistíme, jestli m·ºe být vlnové chování protonu d·leºité pro pr·b¥h
t¥chto reakcí.

. Uvaºujme proton s energií odpovídající teplot¥ 300 K. Jaká je jeho vlnová délka
podle deBrogliho vztahu? Jaká je vlnová délka deuteronu o hmotnosti mp = 3670me?
∞ Funkce, operátory a lineární algebra
Funkce a operátory jsou v kvantové mechanice podstatné. Operátory jsou p°i°azení

Âf = g , (5)

kde f a g jsou prvky (r·zných) prostor·, nap°íklad funkce. P°íkladem operátoru je
derivace, komplexní sdruºení, vynásobení konstantou atd. Tedy v¥ci, které známe, jen
jsme jim operátory ne°íkali.

V kvantové mechanice potkáváme operátory, které jsou tzv. lineární, platí pro n¥
Â(f + g) = Â(f) + Â(g) a Â(cf) = cÂ(f).

. Ov¥°te, ºe derivace je linární operátor a operátor Âu = 1/u lineární není.
V kvantové mechanice £asto potkáváme funkce normalizované na 1. (Protoºe obsahují

jednu £ástici.)
Budeme nyní uvaºovat funkce 1√

π
sinnφ, 1√

π
cosnφ a 1√

2π
na intervalu (0, 2π), s n ∈ N .

. Ov¥°te, ºe funkce 1√
π
sinnφ jsou normalizované na 1.

! K tomu, abychom mohli ov¥°it normalizaci, musíme de�novat normu funkce N . Tu
de�nujeme pomocí skalárního sou£inu následovn¥

N =

∫ 2π

0

f ∗(φ)f(φ)dφ .

! K úprav¥ výrazu sin(nφ) a podobných je výhodné vyuºít Eulerova vzorce eiφ =
cosφ+ i sinφ.

! Integrál
∫ 2π

0
einφdφ, kde n ∈ Z, je nenulový jen tehdy, kdyº n = 0.
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U p°ede²lých poznámek jsou vyk°i£níky, protoºe jsou d·leºité a budeme je potkávat a
vyuºívat tém¥° neustále.

. Ov¥°te, ºe funkce 1√
π
sinnφ a 1√

π
cosnφ jsou na sebe kolmé.

Tady op¥t vyuºijeme skalární sou£in, obecn¥ de�novaný jako

〈f |g〉 =
∫
f ∗g .

Tím jsme mimojiné zjistili, ºe funkce tvo°í ortonormální bázi. To je²t¥ vyuºijeme, ale
p°edtím se podíváme na akci operátor· na funkce. ("Akcí" není my²leno nic speciálního,
jen je prost¥ na funkce pustíme.)

Uvaºujme nyní operátor derivace vynásobený komplexní jednotkou Â = i d
dφ
.

. Vypo£t¥te, jak p·sobí Â na funkce 1√
π
sinφ, 1√

π
cosφ a 1√

2π
.

Uvaºujme nyní operátor B̂ = sinφ, tedy operátor p·sobící jako B̂f = sinφf .
. Vypo£t¥te, jak p·sobí B̂ na funkce 1√

π
sinφ, 1√

π
cosφ a 1√

2π
. Výsledek p°epi²te

pomocí funkcí na²í báze, tedy 1√
π
sinnφ, 1√

π
cosnφ a 1√

2π
.

Pokud na funkci p·sobí více operátor· postupn¥, tak nás m·ºe zajímat, jestli musíme
po°adí dodrºet, nebo je moºné po°adí upravit. Pokud m·ºeme operátory prohodit, tedy
pokud platí ĈD̂f = D̂Ĉf , tak spolu operátory komutují.

. Ov¥°te, zda spolu operátory Â a B̂ komutují. Jako testovací funkci f pouºijte nap°.
1√
π
sinnφ.

Výraz ĈD̂ − D̂Ĉ se nazývá komutátor a zna£í [Ĉ, D̂].
. �emu je roven [Â, B̂] v na²em p°ípad¥?
. Ov¥°te, ºe shodný výsledek obdrºíme i pro testovací funkce 1√

π
cosφ a 1√

2π
.

Toto je obecné a uºite£né. Pokud známe komutátor a p·sobení ĈD̂f , m·ºeme D̂Ĉf
vypo£ítat jako D̂Ĉf = (ĈD̂ − [Ĉ, D̂])f . V budoucnu to hodn¥ budeme vyuºívat pro
kvantový oscilátor.


