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Cvi£ení 23. 2. 2022

Téma: Operátory

∞ Funkce, operátory a lineární algebra

Funkce a operátory jsou v kvantové mechanice podstatné. Operátory jsou p°i°azení

Âf = g , (1)

kde f a g jsou prvky (r·zných) prostor·, nap°íklad funkce. P°íkladem operátoru je
derivace, komplexní sdruºení, vynásobení konstantou atd. Tedy v¥ci, které známe, jen
jsme jim operátory ne°íkali.

V kvantové mechanice potkáváme operátory, které jsou tzv. lineární, platí pro n¥
Â(f + g) = Â(f) + Â(g) a Â(cf) = cÂ(f).

. Ov¥°te, ºe derivace je linární operátor a operátor Âu = 1/u lineární není. (DONE)
V kvantové mechanice £asto potkáváme funkce normalizované na 1. (Protoºe obsahují

jednu £ástici.)
Budeme nyní uvaºovat funkce 1√

π
sinnφ, 1√

π
cosnφ a 1√

2π
na intervalu (0, 2π), s n ∈ N .

. Ov¥°te, ºe funkce 1√
π
sinnφ jsou normalizované na 1. (DONE)

! K tomu, abychom mohli ov¥°it normalizaci, musíme de�novat normu funkce N . Tu
de�nujeme pomocí skalárního sou£inu následovn¥

N =

∫ 2π

0

f ∗(φ)f(φ)dφ .

! K úprav¥ výrazu sin(nφ) a podobných je výhodné vyuºít Eulerova vzorce eiφ =
cosφ+ i sinφ.

! Integrál
∫ 2π

0
einφdφ, kde n ∈ Z, je nenulový jen tehdy, kdyº n = 0.

U p°ede²lých poznámek jsou vyk°i£níky, protoºe jsou d·leºité a budeme je potkávat a
vyuºívat tém¥° neustále.

. Ov¥°te, ºe funkce 1√
π
sinnφ a 1√

π
cosnφ jsou na sebe kolmé.

Tady op¥t vyuºijeme skalární sou£in, obecn¥ de�novaný jako

〈f |g〉 =
∫
f ∗g .

Tím jsme mimojiné zjistili, ºe funkce tvo°í ortonormální bázi. To je²t¥ vyuºijeme, ale
p°edtím se podíváme na akci operátor· na funkce. ("Akcí" není my²leno nic speciálního,
jen je prost¥ na funkce pustíme.) Abychom se neupsali, tak budeme ve vhodných chvílích
pouºívat následující zna£ení funkcí:

ψSn(φ) =
1√
π
sin(nφ) (2)

ψCn(φ) =
1√
π
cos(nφ) (3)

ψ0(φ) =
1√
2π

, (4)

pro obecnou bázovou funkci potom pouºijeme ψi.
Uvaºujme nyní operátor derivace vynásobený komplexní jednotkou Â = i d

dφ
.
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. Vypo£t¥te, jak p·sobí Â na funkce 1√
π
sinφ, 1√

π
cosφ a 1√

2π
. Výsledky p°eve¤te do

tvaru vyuºívajícího bázi funkcí ψi.
Uvaºujme nyní operátor B̂ = sinφ, tedy operátor p·sobící jako B̂f = sinφf .
. Vypo£t¥te, jak p·sobí B̂ na funkce 1√

π
sinφ, 1√

π
cosφ a 1√

2π
. Výsledek op¥t p°epi²te

pomocí funkcí na²í báze ψi.
V²imn¥me si, ºe pro operátor Â je moºné výsledek napsat jako cψi, tedy konstanta c

krát jedna bázová funkce. U operátoru B̂ to neplatí, výsledek je kombinací funkcí ψi. To
je obecné, tedy Ôψi =

∑
j cjψj. V obou p°ípadech (ani pro Â ani pro B̂) nejsou funkce ψi

vlastními funkcemi operátor·. Výsledkem aplikace Â na funkci ψj je sice jedna z funkcí
báze ψi, ale odli²ná od ψj.

. P°edchozí v¥ta neplatí v jednom p°ípad¥, v jakém?
Pokud na funkci p·sobí více operátor· postupn¥, tak nás m·ºe zajímat, jestli musíme

po°adí dodrºet, nebo je moºné po°adí upravit. Pokud m·ºeme operátory prohodit, tedy
pokud platí ĈD̂f = D̂Ĉf , tak spolu operátory komutují.

. Ov¥°te, zda spolu operátory Â a B̂ komutují. Jelikoº operátory musíme aplikovat
na n¥jakou funkci, pouºijeme nap°. 1√

π
sinφ. Tedy vypo£teme ÂB̂ 1√

π
sinφ a B̂Â 1√

π
sinφ

a výsledky porovnáme.
. Nyní místo ψS1 nepouºijeme ve výpo£tu konkrétní funkci, ale n¥jakou obecnou (testo-

vací) funkci f a výpo£et zopakujeme.
Pro rychlíky: . Ov¥°te, ºe shodný výsledek obdrºíme i pro testovací funkce 1√

π
cosφ a

1√
2π
.

! Výraz ĈD̂ − D̂Ĉ se nazývá komutátor a zna£í se [Ĉ, D̂]. Pokud je komutátor nula,
operátory spolu komutují, jinak nekomutují. V kvantové mechanice jsou komutátory
d·leºité. Nap°íklad kv·li tomu, ºe dva operátory, které spolu komutují, mají stejné
vlastní funkce.

. �emu je roven [Â, B̂] v na²em p°ípad¥?
Jednou ze situací, kdy jsou komutátory uºite£né je vy£íslování operátor· sloºených z

mnoha a mnoha díl£ích operátor·. V takových situacích m·ºeme výraz upravit pomocí
komutátor·. Nap°íklad D̂Ĉ m·ºeme p°epsat jako D̂Ĉ = ĈD̂ − [Ĉ, D̂]. V budoucnu
to hodn¥ budeme vyuºívat pro kvantový oscilátor, ale nyní si to vyzkou²íme na na²em
systému.

Uvaºujme operátor (ÂB̂)2.
. Upravte operátor p·sobením na testovací funkci f .
V p°ede²lém výpo£tu jsou trochu nep°íjemné derivace. Moºná by bylo jednodu²²í je

p°esunout doprava, co nejblíºe k testovací funkci. Derivaci (Â) a sinφ (B̂) nem·ºeme
prohodit rovnou, nekomutují spolu. Je t°eba p°idat komutátor, tedy pouºijeme ÂB̂ =
B̂Â+ i cosφ.

. Upravte operátor (ÂB̂)2 pomocí komutátoru tak, aby se derivace p°esunuly doprava.
Ve výpo£tu se objeví také výraz d

dφ
cosφ, ten je moºné upravit zap·sobením na testovací

funkci. Tím se nám posune derivace napravo od cosφ.
V tomto p°ípad¥ se výpo£et moc nezjednodu²í. Ale m·ºeme si p°edstavit, ºe operátor

(ÂB̂)2 pot°ebujeme aplikovat na mnoho funkcí. Potom je vy£íslení jednodu²²í.
∞ Dal²í p°íklady s komutátory
. Vypo£t¥te komutátor [ÂB̂, Ĉ]. Vypo£t¥te [Â, B̂2], pokud platí [Â, B̂] = 1
. Vypo£t¥te [ d

dx
, f(x)], kde f(x) je (komplexní) funkce. Vypo£t¥te [ d

dx
, x]. Vypo£t¥te,

jak p·sobí operátor ( d
dx

+ x)2, jednak p°ímo a potom s pouºitím p°ede²lého komutátoru.


