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Cvi£ení 23. 3. 2022

Téma: Gausovka, st°ední hodnoty, vlastní stavy

Na jedné z p°í²tích p°edná²ek budete probírat kvantový oscilátor, systém s potenciálem
V = 1

2
mω2x2. Je to d·leºitý systém, tak se na n¥j za£neme p°ipravovat.

∞ Gausovky
�e²ení harmonického oscilátoru obsahují gausovské funkce, e−Ax

2
, podíváme se na

n¥které jejich uºite£né vlastnosti.
Uvaºujme dv¥ funkce na intervalu (−∞,∞):
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. Ov¥°te, ºe jsou funkce normalizované na 1.

. Ov¥°te, ºe jsou funkce na sebe kolmé.
Pro tyto a dal²í výpo£ty je vhodné vyuºít následujících vzore£k·:
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V mnoha p°ípadech pot°ebujeme vypo£ítat st°ední hodnoty n¥jakých operátor· pro
danou vlnovou funkci, tedy hodnotu 〈Ô〉 = 〈ψ|Ô|ψ〉. Pokud máme stavy a operátory
vyjád°ené v x-reprezentaci, t.j. jako funkce x a jako operátory na tyto funkce p·sobící,
pouºijeme 〈Ô〉 =

∫
ψ∗(x)Oψ(x)dx.

. Vypo£t¥te st°ední hodnoty operátor· x a x2 pro funkce f0(x) a f1(x).
Operátor hybnosti je v x-reprezentaci roven −i~ d

dx
, kvadrát hybnosti je potom −~2 d2

dx2
.

. Vypo£t¥te st°ední hodnotu operátoru p2 pro f0(x).
Pro rychlíky: . Vypo£t¥te st°ední hodnotu operátoru p2 pro f1(x).
∞ Vlastní stavy
Hamiltonián kvantového oscilátoru je dán sou£tem operátor· kinetické a potenciální

energie:

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2 .

. Ov¥°te, ºe funkce f0(x) není ani vlastní funkcí operátoru kinetické energie ani op-
erátoru potenciální energie.

. Ur£ete, pro jakou hodnotu parametru α je f0(x) vlastní funkcí Hamiltoniánu.



2

. Jaké je vlastní £íslo?
Pro rychlíky: . Ov¥°te, ºe f1(x) je vlastní funkcí Hamiltoniánu. Asi je nejlep²í vy-

po£ítat akci kinetické energie na f1(x), nakonec dosadit za α, porovnat s akcí V na f1(x)
a zamyslet se. Jaká je vlastní energie?

D·leºitou vlastností kvantové mechaniky je varia£ní princip: St°ední hodnotu Hamil-
toniánu, tedy energie, vypo£tená pro r·zné normalizované funkce Φ (°íkáme jim testovací)
bude vºdy vy²²í nebo rovna neº energie základního stavu. P°i£emº rovnost nastává pouze
v p°ípad¥ pouºití vlastní funkce základního stavu. Tedy

〈Φ|H|Φ〉 ≥ E0 .

Co s tím? Tuto vlastnost lze pouºít v p°ípad¥, ºe hledáme vlastní funkci pro n¥jaký
zadaný potenciál. Pouºijeme testovací funkci, která závisí na r·zných parametrech a
hledáme hodnoty parametr·, pro které je st°ední hodnota Hamiltoniánu minimální. Tato
energie je potom horní odhad energie základního stavu daného systému. Pokud se nám
poda°í dosáhnout toho, ºe rovnice HΦ = EΦ platí v kaºdém bod¥, tak jsme p°ímo na²li
funkci základního stavu, jinak máme jen její p°ibliºný tvar.

Na zamy²lení: Jak to souvisí s diagonalizací a lineární algebrou v·bec? Tedy pokud
máme Hamiltonián jako matici v n¥jaké bázi, máme n¥jaké parametry, které m·ºeme
optimalizovat? Co se stane, kdyº bázi zv¥t²íme?

Ukáºeme si jednoduchý p°íklad pro gausovku a harmonický oscilátor. Funkci f0(x)
obsahuje parametr α, jehoº hodnotu jiº známe. Nicmén¥ p°edstírejme nyní, ºe jsme ji
zapomn¥li, a ºe α je op¥t parametr. Zkusíme najít hodnotu α pro kterou je hodnota
〈f0(x, α)|H|f0(x, α)〉 minimální. K tomu vyuºijeme st°ední hodnoty p2 a x2, které uº
máme.

. Vypo£t¥te st°ední hodnotu Hamiltoniánu jako funkci parametru α, t.j. E(α).

. Najd¥te hodnotu α pro kterou je E(α) minimální.

. Jaké jsou st°ední hodnoty kinetické a potenciální energie pro danou hodnotu α?
P°ede²lý výsledek (rovnost st°edních hodnot) je obecný pro v²echny vlastní stavy

kvantového oscilátoru a je moºné jej odvodit pomocí tzv. viriálového teorému.
V tomto p°ípad¥ by nás výsledek nem¥l p°ekvapit, ale p°edstavme si, ºe místo poten-

ciálu úm¥rného x2 bychom m¥li potenciál úm¥rný x4. Potom bychom mohli hledat odhad
energie základního stavu varia£n¥.

Pozn.: Varia£ní metoda hledá energii stavu, který má stejnou symetrii jako testovací

funkce. Pokud bychom jako testovací funkci pouºili f1(x), dostali bychom energii prvního

excitovaného stavu.

∞ Bod obratu
Vlnové funkce mohou být nenulové i v bodech, kde je potenciál systému vy²²í neº

energie daného stavu. To v klasické fyzice nejde. Místa, kde se energie systému vy-
rovná potenciální energii nazýváme body obratu. Bod obratu si vypo£teme pro kvantový
oscilátor.

. Nalezn¥te hodnotu x pro který je potenciální energie rovna energii základního stavu
1
2
~ω.
∞ Opakování
. Vypo£t¥te komutátor [x, d

dx
] pomocí aplikace na nede�novanou testovací funkci g(x).

. Vypo£t¥te akci obou £len· komutátoru na f0(x) a ov¥°te p°ede²lý výsledek.


