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Jako v minulých cvi£eních budeme uvaºovat funkce 1√
π
sinnφ, 1√

π
cosnφ a 1√

2π
na intervalu

(0, 2π), s n ∈ N . Uº víme, ºe tvo°í ortonormální bázi, tedy jsou na sebe kolmé a normované
na 1. Tedy pokud pouºijeme skalární sou£in

〈i|j〉 =
∫ 2π

0

i∗(φ)j(φ)dφ ,

kde i(φ) a j(φ) jsou n¥jaké obecné funkce dané báze.
Pro funkce budeme pouºívat krátké zna£ení pomocí ket· a °íkat jim stavy

|sn〉 =
1√
π
sin(nφ) (1)

|cn〉 =
1√
π
cos(nφ) (2)

|0〉 = 1√
2π

. (3)

Op¥t budeme uvaºovat operátory Â = i d
dφ

a B̂ = sinφ. Z minula víme, jak tyto

operátory p·sobí na stavy |i〉:

Â|0〉 = 0 , Â|sn〉 = in|cn〉 , Â|cn〉 = −in|sn〉 .

B¥hem cvi£ení jsme vypo£etli maticovou reprezentaci operátoru Â. Její £ást vypadá
takto:

O =


0 0 0 0 −2i
0 0 0 −i 0
0 0 0 0 0
0 i 0 0 0
2i 0 0 0 0

 .

Jedná se o £ást odpovídající stav·m |s2〉, |s1〉, |0〉, |c1〉 a |c2〉 v tomto po°adí.
V následujících úlohách se omezíme na 2×2 podprostor tvo°ený stavy |s1〉 a |c1〉.
. Najd¥te vlastní £ísla matice A. (M¥li byste mít z cvi£ení.)
. Najd¥te vlastní vektory matice A (v£etn¥ normalizace). (Moºná máte z cvi£ení.)
. Prove¤te rotaci do báze nových vlastních stav· pro subprostor de�novaný stavy s

vlastnímu £ísly ±1.
Rotace se provádí pomocí matice U, která obsahuje vlastní vektory ve sloupe£cích

vedle sebe následujícím zp·sobem:

A′ = U+AU ,

kde matici U+ získáme transpozicí a komplexním sdruºením matice U.
. P°eve¤te vlastní vektory na vlastní funkce pouºitím |ψ〉 =

∑
i ci|i〉. Op¥t jen pro

vlastní £ísla ±1. Ov¥°te normalizaci a ortogonalitu t¥chto nových stav·.
Tady jde jen o to, abychom ud¥lali n¥co, co se v lineární algeb°e ned¥lá. Na²e báze

odpovídá n¥jakým funkcím a tudíº vektory m·ºeme na funkce p°evést. (Tedy z 1√
2

(
1
i

)
m·ºeme sestavit n¥jakou funkci φ.)
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Poj¤me nyní k jinému operátoru, nap°íklad V̂ = V , je to tedy konstantní funkce.
. Vypo£t¥te maticovou reprezentaci operátoru V̂ (celou).
Nyní uvaºujme operátor Â2.
. Aplikujte Â2 na stavy |sn〉 a |cn〉 pomocí reprezentace funkcemi φ. (Tedy dvakrát

ty funkce zderivujte.)
Nyní uvaºujme jen stavy |s1〉 a |c1〉.
. Jak vypadá maticová reprezentace Â v tomto prostoru? (Uº bychom m¥li mít.)
. Aplikujte dvakrát matici A na ony dva stavy, tedy vektory, nebo´ ty dva stavy máme

postupn¥ reprezentované vektory
(
1
0

)
a
(
0
1

)
. Vypo£t¥te matici A2, aplikujte na oba vektory a ov¥°te, ºe je výsledek shodný.
Tímto jsme mimochodem zjistili, ºe |s1〉 a |c1〉 jsou vlastními stavy Â2. Jelikoº Â2

je vlastn¥ operátor kinetické energie (Â je aº na znaménko hybnost), tak jsme vlastn¥
vy°e²ili Schrödingerovu rovnici pro kvantový rotor.

Je vid¥t, ºe pokud p°idáme matici operátoru V̂ , která je diagonální, tak se nic nezm¥ní,
stavy z·stanou stejné, jen se jim zm¥ní energie. Ve kvantovce hrají v¥t²í roli energetické
rozdíly, to uvidíme u kone£né jámy.

Link to examples of �nite wells

https://osscar-quantum-mechanics.materialscloud.io/voila/render/index.ipynb

