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Cvi£ení 7. 3. 2023

∞ Repete I.
V minulém cvi£ení jsme odvodili matice operátor· Â = d̂

dφ
a B̂ = eiφ v bázi funkcí

fn = 1√
2π
einφ, n ∈ Z, φ ∈ (0, 2π). Ukázali jsme si, ºe s nimi m·ºeme pracovat podobn¥

jako s operátory, nap°íklad m·ºeme vypo£ítat jejich komutátor (jako matici).
P°íklad 1

Uvaºujme nyní funkci fs1(φ) = 1√
π
sin(φ).

1.1 Napi²te vektor s1 rozvoje funkce fs1(φ) do báze funkcí fn(φ). Op¥t sta£í uvaºovat
|n| ≤ 2.

1.2 Vypo£t¥te As1, je s1 vlastním vektorem A? Pro£?
1.3 Vypo£t¥te A2s1, je s1 vlastním vektorem A2? Pro£?
P°íklad 2

Podíváme se trochu více na výpo£et st°edních hodnot, jelikoº ty v kvantové mechanice
po£ítáme £asto. St°ední hodnotu operátoru Ô obecn¥ zna£íme 〈Ô〉. Znaky 〈 a 〉 nazna£ují,
ºe vlevo a vpravo jsou bra a ket n¥jakého stavu (funkce), pro který se st°ední hodnota
po£ítá, ale tento zápis konkrétní stav neudává. Pokud chceme být konkrétní, pouºijeme
zápis 〈χ|Ô|χ〉, kde |χ〉 je n¥jaký konkrétní stav (funkce, vektor a pod.).

2.1 Vypo£t¥te st°ední hodnoty operátoru Â pro stavy |0〉 a |1〉 pomocí integrace a
znalosti p·sobení operátoru na stavy.

R2.1 Vypo£t¥te st°ední hodnoty operátoru B̂ pro stavy |0〉 a |1〉 pomocí integrace a
znalosti p·sobení operátoru na stavy.

Uvaºujme nyní £ástici ve stavu s funkcí fs1 = 1√
π
sin(φ).

2.2 Vypo£t¥te st°ední hodnotu operátoru Â pro funkci fs1 pomocí integrace a pomocí
vyjád°ení stavu |s1〉 stavy |n〉. Výsledek okomentujte.

R2.2 Vyjád°ete st°ední hodnotu operátoru Â pro funkci fs1 v maticové reprezentaci.
P°íklad 3

Nyní budeme uvaºovat £ástici ve stavu |a〉 = 1√
2
(|0〉+ |1〉).

3.1 Je stav |a〉 normalizovaný na 1? Pro£?
3.2 Vypo£t¥te st°ední hodnotu operátoru Â pro stav |a〉 pomocí integrace p°es φ,

pomocí vyjád°ení stavu |a〉 stavy |n〉 a pomocí maticové reprezentace.
3.3 Vypo£t¥te st°ední hodnotu operátoru B̂ pro stav |a〉 pomocí integrace p°es φ,

pomocí vyjád°ení stavu |a〉 stavy |n〉 a pomocí maticové reprezentace.
∞ �as
Z £asové Sch. rovnice platí pro £asový vývoj obecné funkce ψ tato rovnice

ψ(x, t) =
∑
n

cnνn(x)e
−iEnt/~ ,

kde νn jsou vlastní stavy Hamiltoniánu, En jejich energie a cn jsou koe�cienty rozvoje do
vlastních stav· ur£ené z po£áte£ních podmínek.

P°íklad 4

4.1 Napi²te stav |a〉 jako funkci φ a £asu. Energii stav· |0〉 a |1〉 uvaºujte 0 a E1.
4.2 Vypo£t¥te £asov¥ závislou hustotu pravd¥podobnosti výskytu £ástice, pokud je v

£ase t = 0 ve stavu |a〉.
P°íklad 5



2

V n¥kterých výpo£etních metodách se místo vývoje v reálném £ase vyuºívá vývoje v
imaginárním £ase. Nap°íklad v kvantovém Monte Carlu.

5.1 V rovnici pro £asovou závislost dosa¤te za t→ −iτ . Jaký bude tvar ψ pro τ →∞?
Pro rychlíky

R.1 Vypo£t¥te matice A a B v bázi funkcí 1√
2π
⊕ sn(φ) ⊕ cn(φ) ze znalosti p·sobení

Â a B̂ na stavy této báze. cn(φ) je 1√
π
cos(nφ).

R.2 Uvaºujme matice

A =
1

2

(
0 1
1 0

)
, B =

1

2

(
0 −i
i 0

)
, C =

1

2

(
1 0
0 −1

)
.

Matici A diagonalizujte a najd¥te její vlastní stavy. Prove¤te transformaci matice C
do báze vlastních stav· matice A.
∞ Opakování

Pro p°ipomenutí si vypo£teme je²t¥ jeden p°íklad na úpravu výrazu pomocí komutá-
toru. Víme, ºe d̂

dφ
êiφ = êiφ(i+ d̂

dφ
).

5.1 Vypo£t¥te akci operátoru d̂
dφ

ˆe2iφ pomocí testovací funkce a pomocí znalosti ko-
mutátoru. Ov¥°te shodu obou výraz·.


