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P°íklad 5.1

Elektricky nabitá £ástice o hmotnosti m a náboji e se pohybuje v poli harmonického
oscilátoru s potenciálem V = 1

2
mω2x2. Tomuto odpovídá Hamiltonián

H0 =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 .

Na systém za£ne p·sobit vn¥j²í elektrické pole o intenzit¥ E. Celkový Hamiltonián nového
systému je tedy

H ′ =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 − Eex .

Tomuto Hamiltoniánu odpovídají nové vlastní stavy a energie.
Najd¥te vlastní stavy a energie nového systému. Jakou energii má nový základní stav?

Zm¥ní se energetické rozdíly mezi hladinami? Pro£?
Napi²te matici p·vodního Hamiltoniánu H0 v bázi jeho vlastních stav·. (Je diagonální

a sta£í pro cca. 3 stavy s nejniº²ími energiemi.)
Napi²te matici operátoru V ′ = −Eex, pouºijte p°itom vyjád°ení x pomocí zvy²ovacího

a sniºovacího operátoru.
Energii nového základního stavu známe p°esn¥ z p°edchozího výpo£tu. Pokud je prob-

lém sloºit¥j²í a není moºné provést úpravu Hamiltoniánu na °e²itelný problém, energii
nových stav· m·ºeme získat diagonalizací matice nového Hamiltoniánu H ′. Jelikoº je
matice nekone£ná, za£neme s diagonalizací matice 2×2, v bázi dvou stav· s nejniº²í en-
ergií Hamiltoniánu H0. Postupujeme standardním zp·sobem: Vypo£teme determinant
matice H ′ − λI, kde I je jednotková matice a vy°e²íme kvadratickou rovnici pro ko°eny
λi. Hodnoty λi jsou vlastní £ísla H ′, a tudíº nové vlastní energie. Výsledné rovnice pro

λi by m¥ly obsahovat £len
√
~2ω2 + 2V 2e2

m~ω3 , vytknutím prvního £lenu p°ed odmocninu a

aproximací
√
1 + x ≈ 1 + x

2
výraz upravte. Energie niº²í hladiny by se m¥la shodovat s

energií obdrºenou úpravou na úplný £tverec. To je trochu p°ekvapivé, nebo´ p°i aproxi-
maci odmocniny jsme n¥které £leny zanedbali a p°ebývají. P°ijdete na to, jak bychom se
t¥chto £len· zbavili?

P°íklad 4.2

Uvaºujme £ástici v harmonickém potenciálu s Hamiltoniánem

H0 =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 .

Z blíºe nespeci�kovaného d·vodu dojde ke zm¥n¥ potenciálu, takºe poklesne na polovinu
p·vodní hodnoty. Tomu odpovídá nový Hamiltonián

H ′ =
p2

2m
+

1

4
mω2x2 .

Jaké jsou energie a stavy Hamiltoniánu H ′?
Krom¥ p°esného výpo£tu z p°edchozího bodu je moºné energie op¥t vypo£ítat p°i-

bliºn¥ pomocí diagonalizace Hamiloniánu H ′ v bázi stav· H0. Op¥t posta£í uvaºovat
n¥kolik stav· s nejniº²í energií, v tomto p°ípad¥ 3. V bázi t¥chto stav· napi²te matici



2

Hamiltoniánu H ′. Postupovat je moºné r·zn¥, m·ºeme nap°íklad pouºít H ′ = H0 + V ,
kde V = −1

4
mω2x2. Maticovou reprezentaci H0 máme, to jsou vlastní energie pro t°i

nejniº²í stavy. Pro výpo£et matice V m·ºeme vyuºít zvy²ovací a sniºovací operátory,
p°ípadn¥ integraci. Výsledná matice by m¥la mít tvar

H ′ =

A 0 T
0 B 0
T 0 C

 .

K výpo£tu nových vlastních energií pot°ebujeme op¥t provést diagonalizaci H ′. Na²t¥stí
není t°eba diagonalizovat matici 3×3, jelikoº první excitovaný stav (s energií B) se
nekapluje ani se základním stavem (energie A), ani s druhým excitovaným stavem (energie
C). Sta£í potom najít vlastní £ísla matice 2×2 tvaru(

A T
T C

)
.

Provedeme op¥t standardním postupem. Výsledná energie základního stavu je o trochu
niº²í neº ta, kterou jsme vypo£etli analyticky. Pro£ tomu tak je? Bylo by moºné výsledek
vylep²it? Dokáºete to?

P°íklad 4.3

Vlnová funkce základního stavu lineárního harmonického oscilátoru (LHO) má tvar

|0〉 = 1√
απ1/4

e−
x2

2α2 ,

kde α =
√

~
mω

. S pomocí zvy²ovacího operátoru a+ = 1√
2α
(x − α2 d

dx
) vypo£t¥te první a

druhý excitovaný stav.

LHO je ve stavu |ψ〉 = 1√
απ1/4

(√
2
3
x2

α2 +
x
α

)
e−

x2

2α2 . Jaké jsou koe�cienty rozvoje |ψ〉 do
báze vlastních stav· LHO?


