
Cvičeńı KT1 15. 11. 2022 (7. cvičeńı)

Témata:

� hyperjemná struktura = štěpeńı spektrálńıch čar vlivem spin-spinové interakce

Hyperjemná struktura

Jádro a stejně tak i elektron jsou nabité částice se spinem 1/2, a proto maj́ı vnitřńı magnetický moment. Tyto
magnetické momenty na sebe p̊usob́ı magnetickou silou, což ovlivňuje spektrum atomu, které naměř́ıme. V této
části si spočteme, jak taková interakce vypadá.

Uvažujme opět atom vod́ıku (zde budeme použ́ıvat přirozené jednotky ℏ = c = ε0 = 1):

Ĥ =
p̂2

2m
− e2

4πr̂
. (1)

Proton v jádře vod́ıku je nabitá částice se spinem 1/2, a proto má vnitřńı magnetický moment

µ⃗ = gj
−Ze
mj

ˆ⃗
Sj (2)

(gj je gyromagnetický poměr jádra, zde protonu gp ≈ 2, 792). (I) Podle klasické teorie elektromagnetismu tento

magnetický moment bud́ı magnetické (dipólové) pole (připomeňem si B⃗ = ∇× A⃗)

A⃗ =
1

4π

µ⃗× r⃗

r3
, B⃗ =

1

4π

3n⃗n⃗ · µ⃗− µ⃗

r3
+

2

3
µ⃗δ(r) . (3)

Částici se spinem ve vněǰśım elektromagnetickém poli popisuje Pauliho hamiltonián (ve zjednodušeném tvaru):

Ĥ =
p̂2

2m
− e

m
A⃗ · ˆ⃗p− e

m
ˆ⃗
S · B⃗ + eφ . (4)

(II) Dosazeńım nyńı do tohoto hamiltoniánu za vektorový potenciál A⃗, magnetickou indukci B⃗ a skalárńı
potenciál φ dostaneme hamiltonián

Ĥ =
p̂2

2m
− Zα

r
− e

m

µ⃗ · ˆ⃗L
4πr3

− e

4πr3

[
ˆ⃗
S · µ⃗8π

3
δ(r)− 1

r3

(
ˆ⃗
S · µ⃗− 3(n⃗ · ˆ⃗S)(n⃗ · µ⃗)

)]
. (5)

(III) Dosazeńım za µ⃗ a přechodem k atomovým jednotkám pak máme v prvńım řádu poruchové metody
korekci k energii

E(1)
n =

Zαgj
memj

(mrZα)
3 ⟨ψn|

[
1

r3
ˆ⃗
Sj ·

ˆ⃗
L+

8π

3
δ(r)

ˆ⃗
Se ·

ˆ⃗
Sj −

1

r

(
ˆ⃗
Se ·

ˆ⃗
Sj − 3n⃗ · ˆ⃗Sen⃗ · ˆ⃗Sj

)]
|ψn⟩ . (6)

(IV) Jakou interakci vyjadřuj́ı jednotlivé členy a pro které stavy (s, p, d,...) přisṕıvaj́ı?

Uvažujme nyńı základńı stav atomu vod́ıku. Spočteme si, jak se změńı jeho spektrum, zahrneme-li výše
popsanou interakci.

(V) Jak vypadá ψn pro základńı stav a které z člen̊u v rovnici (6) přispěj́ı?
(VI) Kolik máme možných stav̊u, které při výpočtu budeme muset uvažovat?
(VII) Použijeme tedy pro výpočet poruchovou metodu pro degenerované nebo nedegenerované stavy?
(VIII) Jak tyto 4 stavy vypadaj́ı?

(IX) Jak můžeme vyjádřit člen
ˆ⃗
Se ·

ˆ⃗
Sj (vhodně pro nadcházej́ıćı výpočet)?

(X) Jak p̊usob́ı složky
ˆ⃗
Se a

ˆ⃗
Sj na jednotlivé stavy?

(XI) Spočtěme si p̊usobeńı členu
ˆ⃗
Se ·

ˆ⃗
Sj na stavy. Měli bychom dostat matici

1
4 0 0 0
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1
2 0

0 1
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4 0
0 0 0 1

4

 . (7)

(XII) Najděme vlastńı stavy a vlastńı vektory.
(XIII) Jak bude tedy vypadat výsledné spektrum?
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Sod́ıkový dublet a jeho struktura

V druhé části dnešńıho cvičeńı se zaměř́ıme na sod́ıkový atom.
(I) Kolik má atom sod́ıku elektron̊u?
(II) Jaká je elektronová konfigurace základńıho a prvńıho excitovaného stavu?
Atom sod́ıku má sice 11 elektron̊u, ale 10 z nich je ”pevně” usazeno v 1s, 2s a 2p orbitalech (stabilńı neonové

jádro) a v praxi si vš́ımáme jen toho posledńıho jednoho valenčńıho elektronu. Tj. v dobrém přibĺıžeńı se na
sod́ık můžeme d́ıvat jako na vod́ıku podobný atom: jeden elektron v centrálńım poli.

Jemná struktura

Tři nejnižš́ı hladiny jemné struktury atomu sod́ıku se znač́ı, ve spektroskopické notaci nL2S+1
J :

3 S2
1/2, 3 P

2
1/2 a 3 P 2

3/2.

(III) Jaká kvantová č́ısla charakterizuj́ı tyto tři hladiny?
(IV) Jaká je degenerace jednotlivých hladin?
Pro atom s jedńım valenčńım elektronem můžeme napsat efektivńı hamiltonián pro spin-orbitálńı interakci

ve tvaru

Ĥ = ξ(r)
ˆ⃗
S · ˆ⃗L , (8)

kde ξ(r) zastupuje všechny radiálńı závislosti. Dále můžeme označit

A =

∫ ∞

0

ξ(r) |R3p|2 dr . (9)

A vyjadřuje ”śılu” interakce (velikost rozštěpeńı).
(V) Za předpokladu, že za rozštěpeńı hladin 3 P 2

1/2 a 3 P 2
3/2 může pouze spin-orbitálńı interakce (8),

určete hodnotu konstanty A. Energie přechodu mezi 3 S2
1/2 a 3 P 2

1/2, resp. 3 P 2
3/2, je 16 956, 2 cm−1, resp.

16 943.4 cm−1. Nápověda: Spočtěte ⟨HFS⟩3P .
Tyto dvě čáry, které v sod́ıkovém spektru pozorujeme okolo vlnové délky 589 nm, se označuj́ı jako tzv.

sod́ıkový dublet (viz přebal české knihy doc. Zamastila).

Hyperjemná struktura

Uvažujme stabilńı izotop sod́ıku 23Na, jehož jaderný spin je I = 3/2. Jelikož maticové elementy hamiltoniánu
hyperjemné struktury jsou o několik řád̊u menš́ı oproti těm popisuj́ıćım jemnou strukturu, vystač́ıme si opět jen

s poruchovou metodou do prvńıho řádu. Interakci spinu jádra
ˆ⃗
I se spinem elektronu, resp. složeným spinem a

orbitálńım momentem hybnosti elektronu,
ˆ⃗
J , můžeme popsat pro jednoduchost hamiltoniánem

Ĥ = A
ˆ⃗
J · ˆ⃗I , (10)

kde A je opět konstanta závisej́ıćı na typu hladiny (jemné struktury).
Zkušenost nám ř́ıká, že by mohlo být výhodné zavést operátor celkového momentu hybnosti, tj. složit spin

jádra, spin elektronu a orbitálńı moment hybnosti elektronu:

ˆ⃗
F =

ˆ⃗
I +

ˆ⃗
J . (11)

(VI) Co plat́ı pro komutátory hamiltoniánu hyperjemné struktury (10) a operátor̊u jednotlivých moment̊u
hybnosti F̂ 2, Ĵ2, Î2, F̂z, Ĵz, Îz?

(VII) Jakou bázi je tedy vhodné zvolit?
(VIII) Jak se změńı hladiny 3 S2

1/2, 3 P
2
1/2 a 3 P 2

3/2 po uvážeńı hyperjemné struktury? Zakreslete taky
schématicky.

(IX) Které (dipólové) přechody jsou povolené?

Povinná úloha na př́ı̌stě

Zaveďme operátor celkového spinu
ˆ⃗
S =

ˆ⃗
Se +

ˆ⃗
Sp. Jeho vlastńı stavy |S,M⟩ jsou, jako obvykle, dané Ŝ2 |S,M⟩ =

S(S + 1) |S,M⟩ a Ŝz |S,M⟩ =M |S,M⟩.
(0,5 b.) Vyjádřete člen

ˆ⃗
Se ·

ˆ⃗
Sj pomoćı Ŝ2, Ŝ2

e a Ŝ2
j .

(0,5 b.) Vyjádřete stavy z (VIII), resp. jejich lineárńı kombinace z (XII), v řeči stav̊u |S,M⟩.
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Bonusová úloha

Tentokrát neńı.
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