Cviceni KT1 11. 10. 2022 (2. cviceni)

Témata:

e Sternovy-Gerlachovy experimenty pro spin 1
e spektralni rozklad operatoru

Opakovani III: Sternovy-Gerlachovy experimenty pro spin 1

Na pfednédsce a minuly semestr jste slySeli o Sternovych-Gerlachovych experimentech, které ndm ukazuji, ze
(spinovy) moment hybnosti je kvantovdn. Pfi SG experimentech posleme svazek ¢dstic (napf. elektrontu) do
silného nehomogenniho magnetického pole (napf. ve sméru osy z) a pozorujeme, ze se svazek rozdélil na nékolik
jasné danych svazku. Tedy projekce momentu hybnosti v daném sméru mohou nabyvat jen urcitych diskrétnich
hodnot.

Minuly semestr jsme pro prvnf sezndmeni uvazovali elektrony, tedy ¢éstice se spinem s = 1/2. Videéli jsme,
ze v SG experimentu se svazek elektrona prochézejici nehomogennim magnetickym polem (ve sméru osy z)
rozdélil na dva svazky (existuji dvé mozné projekce spinu 1/2 do libovolného sméru, —1/2 a +1/2): jeden s
projekef spinu podél osy z s, = +1/2 a jeden s projekei spinu podél osy z s, = —1/2. Ty to dva stavy jsme
oznacili

|[+2)=1s=1/2,s, = +1/2) (1)
|—2z)=|s=1/2,s, = -1/2) . (2)

a pouzili je jako béazi pro nase vypocty pravdépodobnosti. Pripomenme si, ze tyto dva stavy jsou na sebe
navzdjem kolmé (+z|Fz) = 0 a kazdy z nich je normovany na jednicku (+z|t+z) = 1. ZjednoduSené zapséno
(7) = 6i5, kde i, j = +2, —z. Vice si mizete pfipomenout napf. na
https://quantum.karlov.mff.cuni.cz/~uhlirovat/UDKM/UDKM2022_cv2.pdf.

Tento semestr si Sternovy-Gerlachovy experimenty pripomeneme a zaméiime se na Cédstice se spinem 1.

(I) Jaké jsou mozné projekce spinu 1?7 A na kolik svazkl se ndm svazek rozstépi pii SG experimentech?

Stejné jako loni budeme uvazovat silné magnetické pole podél osy z a jako vhodnou bazi zvolime projekce
podél osy z, tj. vlastni stavy operatoru S,. Bézové funkce oznacime |—z), [02) a |+z).

(IT) Zapiste stavy |—z), [0z) a |+z) v uvedené bazi.

Meli byste dostat:

1 0 0
[+z)=1(0], 0z)=(1], |—z)=10] . (3)
0 0 1

(III) Zapiste odpovidajici bra-vektory.

(IV) Oveéite, ze nase béze je uplnd.

(V) Oveite, ze bdzové stavy jsou normované a navzdjem na sebe kolmé.
Obecny stav |¢)) zapiSeme v této bazi

1 0 0 Cq
[) =ci|4+2) +col0z) +e|—2) =ci O] e |1 |e— |0 ={co ] . (4)
0 0 1 c_
Uvazujme nyni spinovy operator S
S =(5:,5,,5.) = Sang + Syn, + S.n. . (5)

7l = (Ng, Ny, n,) je jednotkovy smérovy vektor. Tento operator (tedy jeho i-td slozka, i = x,y, z) pusobi na stav
|1}, ¢imZ tento stav prevede na stav |¢). Abstraktné toto pusobeni zapiSeme

Silv) = 19) (6)

Oba tyto stavy |¢), |¢) muzeme vyjadiit v nasi bézi, viz rce (4). Pro operator S; tak dostaneme tedy obecné
maticové vyjadieni
) (2] Si|+z) (+2]5:[0z) (+2]Si|—-2)
S; = | (0z] S; |[+z) (0z]S;10z) (0z|S;|—=2) | . (7)
(=2l Sil+z) (=2]85i102) (=z[Si|—2)

(VI) Jak pusobi operator S, na stavy |—z), |0z) a [+2)?



(VII) Vyjadiete operator S. v nadf bazi. Méli byste dostat

0

0 0. (8)
0

Jak vypadaji operdtory S, a S, v bazi {|+z),[02),]—2)}?
(Pozor, Sy a S, chceme vyjadrit v bazi {|+2z) , [0z) , |—2)}, nikoliv v bézi {|+x) , |0z) , |—x)}, resp. {|+y),|0y),|-v)},
kde by odpovidajici operdtory byly diagondlni.)

Piipomenme si, ze v kvantové mechanice ¢asto pracujeme s tzv. snizovacimi a zvySovacimi operatory
S+ (anglicky ladder operators), misto piimo operatoru S, a Sy. ZvySovaci operator je definovan

Sy =8, +1iS, (9)
a snizovaci operator je dan . . .
S_ =8, —1iSy. (10)
Pro jejich ptisoben{ na obecny stav |I,m) plati
Sell,m)=Il+1) —m(m+1)|[l,m+1). (11)
[ zde znaci moment hybnosti a m zde znaci jeho projekci, pricemz m = =, =l + 1,...,+l — 1, +1.

(VIII) Jak presné vypada piisobeni operdtor Si na stavy |—z), [0z) a [+2)?
(IX) Zapiste operdtory Si v nasi bazi. Méli byste dostat

) 01 0 ) 00 0
S,=v2[o 0 1|, S =v2[(1 0 0]. (12)
0 00 010
Z rovnic (9) a (10) tedy dostaneme vyjédfeni operdtoru S, (a S,):
01 0
10 1]. (13)
010

Vyfenim vlastniho problému S, |[Az) = A |Az) pak dostaneme stavy |Az) vyjadiené v bazi {|4+z),|02),]|—2)}.
Tedy: Obecné stav |\x) vyjaddifme v bazi jako

[Az) = al+2) +b|0z) +c|—%) . (14)
Vlastni problém pak vypada
1 01 0 a a
— (1 0 1 bl=Xx|0b]. (15)
V2 01 0 c c

(X) Vyftesenim dostaneme tfi mozné vlastni éfsla: A = +1,0, —1 a odpovidajici stavy jsou (pfipomerime si, Ze
pozadujeme, aby byly normalizované na jednicku)

1 -1 1

1 1 1
|+a) = B} \? ) |0z) = 2 (1) ) |—x) = B —1/5 (16)

(XI) A zcela podobné ziskdme vyjadieni operatoru S, a jeho vlastni stavy v bézi {|+2),[0z),|—2)}.

A na zavér si spocteme par pravdépodobnosti ve Sternovych-Gerlachovych experimentech. Uvazujme, zZe
méme svazek elektronu ve stavu |+z). S jakou pravdépodobnosti budeme detekovat stav |0x)? Tj. tento svazek
projde magnetickym polem ve sméru osy x, rozdéli se na tii, |[+z), |0z) a |[—z), a my detekujeme |0z).

Piipomenime si, ze amplituda pravdépodobnost je ddna jako skaldrn{ souc¢in bra="co chceme detekovat” (zde
(0x]) a ket="stav systému” (zde |+z))

1
A:(Ox|+z)=%(fl 0 1) 8 = (17)

-1
Nk



Pravdépodobnost je pak dand druhou mocninou absolutni hodnoty amplitudy pravdépodobnosti, t;j.

1
P+Z7012 == 5 . (18)

(XII) Podobné ziskame dalsi pravdépodobnosti Pi, yz, Piz—z, Pozta, Pozo0zs Poz—zs Piota—z, Przta,—2z
Py, (+,0)2,—2> Pyz(+,0)2,+2- Pap znaci, ze na zacatku byl systém ve stavu |A) a méfime stav |B).
Co o jednotlivych vysledcich a experimentech muzete fici?

V piikladu vySe jsme se vénovali SG experimentum a pocitali pravdépodobnosti naméfeni projekce spinu
+1,0, —1 podél souradnicovych os. Samoziejmé vSak nejsme limitovani jen na tyto tfi sméry — muzeme se ptat
na projekci spinu do obecné sméru.

Zopakujme si, ze operator spinu je vektorovy operator

jan A~ N

S=(5,,8,,5.) (19)

a v bézi stavu {|+2),|0z),|—z)} ho muzeme vyjadFit

N L (0 10y (0 =i 0 10 0
S=|—1[1 0 1|,—(i 0o —i|].,[o0 o]]. (20)
v2lo 10/ Y2\o i o 00 —1

Piipometime si, Ze tyto tii matice (bez toho faktoru 1/v/2) se nazyvaji Pauliho maticemi a standardné se znaci
Oz, Oy & 0.
Dale si pfipomenime, Ze smér v prostoru je ddn jednotkovym smérovym vektorem 7 ( (XIII) zopakujte si
sférické souradnice)
= (Mg, My, Nz - (21)

Jeho slozky jsou dany
ng = sinf cos
ny, = sinfsine

n, = cosf.

(XIV) Ukazte, ze smérovy vektor je opravdu jednotkovy, tj. jeho norma (velikost) je jedna. Projekei spinu do
libovolného sméru pak ziskame jako skalarni sou¢in vektorového operatoru spinu a smérového vektoru:

S,=8-1, (22)
¢ili ( (XV) ukazte mezikroky)
) cos ‘ % sin e~ 0 |
S, = % sin ¥e'¥ 0 % sin ye™"% (23)
0 % sin Yei® —cos ¥

Pravdépodobnost, s jakou namétime projekci spinu A do libovolného sméru, nachazel-li se systém na pocatku
ve stavu |42z), spoCteme
2
Py = [{An]+2)[". (24)

Pottebujeme tedy nalézt vlastni vektory operator S,, nélezici vlastnim &fslim +1,0,-1.
(XVI) Oveite, ze vlastni ¢isla operdtoru S, jsou +1,0, —1.
(XVII) Najdéte stav odpovidajici projekei 0, |On). Mélo by vyjit
— % sin e %
|0n) = cos v . (25)
% sin Ye ¥

(XVIII) Jaké je pravdépodobnost Py, 0n,? Mélo by vyijit Py on = cos? 9.



Opakovani IV: Lin. algebra a prace s maticemi

V této ¢asti cviceni si pfipomeneme pér dulezitych znalosti pii manipulaci s maticemi. Libovolny operator
v kvantové mechanice, jako je napf. hamiltonidn, muzeme vyjadfit pomoci matice, tj. v tzv. maticové
reprezentaci. Nalezenim vlastnich ¢isel a; a vlastnich vektoru |i) této matice ziskdme tzv. spektralni rozk-
lad operdtoru. Operator pak ziskdme opétovnym poskladéanim téchto dilu:

A=ay 1) (1] +az]2) 2|+ ... (26)
Lze ukéazat, ze libovolnou funkci matice muzeme pievést na funkei vlastnich ¢isel
F(A) = flan) 1) (1] + f(az) [2) (2] + .. (27)

Napf. matici tak spocteme jako .
A7 =a D) (A4 ayt]2) 2]+ ... (28)

a podobné mocninu, odmocninu, exponencielu a dalsi...

A% =a21) (1] 4+ d2[2) 2| + ... (29)
A2 = a1 1) (1) + ad? [2) 2] + ... (30)
et = e [1) (1] + €™ |2) (2] + ... (31)

(I) Ovéite, ze (28) je opravdu inverzn{ matice k A, tj. AA™1 = I.

Obecnou hermitovskou 2x2 matici muzeme vyjadiit pomoci Pauliho o-matic a jednotkové matice (¢; jsou
redlné koeficienty)
co+c3 ¢ — i02>

c1+ica cop—c3 (32)

C()I +cio, + C20y +c30, = (
(IT) Ukazte, ze matice je opravdu hermitovska.

My si vyse zminéné procvic¢ime napf. na matici

A:(l?rz' 1?) (33)

(IIT) Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A.
(IV) Vysledek muzete zkontrolovat pomoci (26).
(V) Najdéte inverznf matici A~1.
(VI) Ovéite, ze opravdu AA~! = 1.
Povinna tloha na pristeé

Najdéte vlastni stavy S'y a spoctéte pravdépodobnosti Py, oy, Ptz 4y, Prz—y- (1 b.)

Bonusova uloha

Spoctéte pravdépodobnost Py, _,. (1 b.)



