Cviceni KT1 18. 10. 2022 (3. cviceni)

Témata:

e poruchovi metoda (Casové nezdvisld)

Poruchova metoda (Casové nezavisld)

V kvantové mechanice lze vytesit analyticky jen velmi mélo problému, proto se bézné pouzivaji piblizné metody.
Jednou z nich je tzv. poruchova metoda. Ta predpokladd, Ze nas problém (popsany hamiltonidnem H ) se
lis{ od néjakého problému ﬁo, ktery umime vyftesit pfesné (tzv. neporuseny problém; napt. LHO, potencidlova
jdma, atom vodiku), jen velmi mdlo o Y% (parametr 0 je velmi maly), a tedy FeSeni lze rozepsat jako radu v
néjakém parametru J:

H=Hy+ 4V, (1)
E,=EY +0EY +6°EP + - (2)
) = I = [2®) 1 8o 4 82 n®) 4. )

Nasim tkolem je pak pocitat jednotlivé ¢leny fad pro energii n-tého stavu F,, a piip. pro odpovidajici stav
|t) (horn{ index znagf tzv. fad poruchové metody). Trik je v tom, Ze i-tou opravu energie (a vinové funkce) si
umime vyjadiit vzdy jen pomoci nizsich élenti, pficemz nulty (= vychozi) odhad energie E©) (resp. vln. funkce)
umime ziskat pfesné. Princip odvozeni poruchové metody je jednoduchy: Resime, jako obvykle, Schrédingerovu
rovnici. Dosadime za hamiltoninan, energie a vinovou funkci odpovidajici fady uvedené vyse. Porovnanim ¢lent
pro jednotlivé mocniny naseho poruchového parametru (= fady poruchové metody) pak ziskdme rovnice pro
energii a vlnovou funkci, které vyresime.

(a) Nedegenerované hladiny

Ptredpokladejme nejprve, n-ta energetickd hladina neni degenerovana, tj. jedné energie odpovida pravé jedna
vinové funkce (pfipadu degenerace se budeme vénovat dile). Odvodime si zde vyraz pro opravu prvniho a
druhého radu.

Zatnéme tim, ze si napiSseme Schrédingerovu rovnici pro nas problém:

Hp)=Ep) . (4)

(I) Do této rovnice dosadime rozvoje (1) — (3) a porovndne éleny pro jednotlivé fady §°.
(IT) V nultém ddu (6°) dostaneme neporuseny problém:

H, ‘n(0)> = E© ‘n(0)> . (5)
(III) V prvnim #adu (§') dostaneme vyraz pro prvni opravu energie

EW = <n<0> v n<0>> (6)

(IV) V druhém fédu (6?) ziskdme vyraz pro druhou opravu k energii

O |7 [KO) (K| 7 |n©)
po oy b |
k#n E7(10) - EI(CO)

(7)

Suma probiha pies vSechny vlastni stavy |k(0)> neporuseného hamiltonidnu Hy kromé toho, |n(0)>, ke kterému
pocitame opravu. Po cesté jsme museli vyjadiit prvni opravu k vinové funkce

‘n(1)> _ I; (KO |V |n(®) ‘k(0)> -

E’SLO) - E](CO)

(V) V druhém fadu se viak muzeme setkat s (numerickymi) problémy. Jak to?



LHO s poruchou

Pouziti poruchové metody si ukdzeme na piipadé poruseného linearniho harmonického oscilatoru. Uvazujme
problém
R ﬁQ £2
H==—+4—+4z. 9
Nasim cilem je spocitat opravu k energii zdkladniho stavu v prvnim a druhém fadu poruchové metody, tj. najit
EW 4, 5@
0 0 .

(I) Co je nasim neporusenym systémem? Jak vypada H, E(()O) a |n(0)>?

(IT) Co je nasi poruchou?

Kdyz uz mame rozmysleno, staci dosadit do vyrazi pro E(()l) a E(gQ) a vypocitat ziskané vyrazy. To nejsnadnéji
provedeme tak, ze (II1) # vyjadifme pomoci @, af, nebot vime, jak tyto operatory pisobi na dany stav LHO.
Nakonec vyuzijeme orthonormality vlastnich stavi LHO, (n|k) = 0,.

(IV) V prvnim fddu dostaneme:

ESY =(0|V]0)=0 (10)
(V) Alternativné bychom mohli tento ¢len spocitat v soufadnicové reprezentaci:
() ? ~
B =0V 10) = [ wi@einlads. (1)
—00
(VI) V druhém fddu dostaneme:

) 0| V&) (k| V [0 s (VEQOE -1 +VE+TOk+1)) P
Eé):ZH <(|>>>_<|<o)>222( = ) =—3 (12)
o oo — By k0

Ze souctu pres k zustane jen jeden piispivajici ¢len (ostatni vypadnou kvuli orthogonalité vlastnich stavia LHO).
(Vypocet bychom mohli provést také napf. v soufadnicové reprezentaci, podobné jako vyse.)

Vidime tedy, Ze prvni oprava k energii vymizi a uplatni se az druhy fad poruchové metody. Pro energii
zakladniho stavu tedy ziskame

-1 1-4
2 2

1
Ey~ EY + 6BV + 8 E) = 5 +00+0° (13)
Pokud tedy napft. 6 = 0,1, ziskdme Ey = 0, 495.
(VII) Na vés je nyni podobny vypocet, tj. prvni a druhd oprava energie zékladniho stavu, provést pro LHO
s poruchou (a) 22 a (b) 2*. Hamiltonidny budou mit tvar

A9 ~2 n2 ~2
H:%+%+5£27 resp. H:%+%+6i4. (14)
Postup bude zcela analogicky tomu popsanému vyse: zjistime, jak ptisobf £2 (resp. %) na obecny stav LHO

)

|k) (rozepsénim na @ a a'), a nasledné dosadime do vyrazii pro Eél a Eé2). Je potfeba ale d4t pozor na to, Ze

operatory a a a' spolu nekomutuji! Tedy napi. pro 22 ziskdme

, 1 1

i :ﬁ(meﬂ)%(ma*):i(amammawaw). (15)
Meli byste ziskat:
1 9 1
(@ E'=3, B =-7, (16)
n 3 9 21
b  E=7, EY=-T. (17)

Vy¢islete energii poruseného LHO do prvniho a druhého fddu poruchové pro hodnotu 6 = 0.01 a § = 0.1. (pro
oba ptipady).



(b) Degenerované hladiny

V tomto druhém piikladu se zamérime na piipady degenerovanych hladin, tj. na piipady, kdy nékolik stavi
naseho neporuseného hamiltonidnu ma stejnou energii a my hledame opravy k jednomu z nich. V takovych
ptipadech musime postupovat trochu jinak nez v ptipadé nedegenerovanych hladin. Tentokrat je vlnova funkce
n-té hladiny, |n(0)>, v nultém fddu linedrni kombinaci vSech stavi s touto energii, tj.

’n(0)> — Zai n§0)> = Zai i(0)> . (18)
(1)

Pro prvni fad dostaneme soustavu linearnich rovnic pro prvni opravu energie Fy, ’ a pro prispévky jednotlivych
stavi v nultém fadu, tj. koeficienty ;. Ziskdme tedy vlastni problém

1

Wiy — BV Wiz e Win o

Wa1 Wao — ESY - Wan Qs
. : : . [ =0, (19)

Wi W2 - Wyy —EV) \aw
ktery fesime pomoci determinantu. N zde znaci pocet stavi s energil E,(LO) a pro jednoduchost jsme oznagili
Wi = <i(0)’ 1% ’j(0)>. (Pozn.: Mdme tedy N rovnic a jednu rovnici pro normalizaci Y, [a;|> = 1 pro celkem
N + 1 neznamych.) V pripadé, Ze hladina degenerovand neni, zustane ndm pouze prvni ¢len a ziskdme ndm

14 n(0)>.

, Nt
zndmou rovnici B = <n(0)

Spirazené harmonické oscilatory

Nejjednodussim piikladem systému s degenerovanymi hladinami jsou dva sprazené harmonické oscilatory,

IO S B

N Dy |y 2242

g=te T Py U 55202 2
9 + 5 + 9 + 9 +o0x"y ( 0)

Neporusenym problémem jsou zjevné linedrni harmonické oscildtory popsané hamiltonidny

22 22
A~ D; x1s
Hy;, ==+ = 21
0, 5 T (21)
a nasi poruchou je jejich interakce R
V=%, (22)
Tedy celkovy neporuseny hamiltonian H, je
£2 s2 52 22
2 pz x p’l] y
Hy="4+—+—7+=. 23
0=5 Tty S (23)

Vlastnf funkce tohoto celkového hamiltonidnu Hy uvazujeme jako souéin vlastnich funkef diléich LHO, tj.

i) = i), 13)y (24)

|i),, znaéf i-tou hladinu prvnitho LHO a [j), znaéf j-tou hladinu druhého LHO. Pro ptisobeni hamiltonidnu (23)
(a pozdéji také (22)) plati, Ze x-ové operdtory pisobi jen na stavy |i), a y-ové operatory jen na stavy |j>y (tj.
ucené feceno, Hy , piisobi v prostoru stavi |i)_ a Hp, v prostoru stavi 7))

(I) Jakd je energie systému, neinteraguji-li spolu tyto dva LHO? (Tj. zanedbdme ¢len V a fefme jen
neporudeny systém.) Mélo by vyjit E;; =i+ j + 1. Vidime tedy, ze kromé zékladniho stavu (tj. i = j = 0) je
spektrum degenerované.

Uvazujme prvni excitovany stav s energii 'y = 2 a spocitejme prvni korekci energie. Energetické hladiné

E; = 2 odpovidaji dva stavy: (a) i =1a j =0, tj. |10), nebo (b) i =0a j =1, tj. |01); musime tedy pouzit
degenerovanou poruchovou metodu. Dosazenim do (19) dostaneme:

3 _pm 0 o
(4 0 ' 3 _E(l) (a;> =0. (25)
4 1

(IT) Ziskejte vyse napsanou matici. Napovéda: ptisobeni 22 a §? vyjadiete pomoci operatort a, a'.



Vyfesenim této soustavy rovnic (pomoci determinantu, ktery pozadujeme roven nule) ziskdme jeden dvojndsobny

koten 3
ED _ 2 26
M3 (26)
V tomto pifpadé tedy nedojde k rozstépen{ hladin (tedy nedojde k sejmuti degenerace), obé hladiny se posunou

o stejnou hodnotu. Jejich energie bude

3
B~ E” 468" =2+ 20 (27)

(III) Zopakujte vySe popsany postup pro tfeti excitovany stav, tj. spoctéte Eél).

dojde k ¢astecnému sejmuti degenerace.
(IV) Pro ¢tvrty excitovany stav by pak meélo vyjit iplné sejmuti degenerace.

Meélo by vam vyjit, ze

3D harmonicky oscilator v magnetickém poli

Uvazujme ¢éastici hmotnosti m a naboje ¢ pohybujici se v potencidlu trojrozmérného harmonického oscilatoru.
Hamiltonidn popisujici nas systém mé tedy tvar
H=H +H=

. . 1, N 1, .
(pi+z2)+§(p§+y2)+§(p§+22), (28)

DN | =

kde p;, T; jsou operatory hybnosti a soutadnice splnujici komutacéni relace

Vzpomenme si na cviéeni, kde jsme zavedli anihilaéni & a kreacnf a' operéatory.
(I) Jak jsou tyto anihila¢ni a; a krea¢ni &;r operatory definované v fe¢i operatoru p; a ;7
(IT) Jaké komutaéni relace spliuji?
(III) Jak vypadd hamiltonidn H vyjiddieny pomoci dl, a;?

Piidani vnéjsiho magnetického pole lze popsat jako poruchu

i, = —%Bﬁz. (30)

(IV) Jak je definovan moment hybnosti L?
(V) Vyjédiete L, pomoci anihila¢nich a krea¢nich operatoru &Z, a;. Mélo by vyjit L, =i (dldy — dzdz).

Pouzitim poruchové metody spoctéte rozstépeni prvniho excitovaného stavu.
(VI) Jak4 je energie neporuseného systému a jaké stavy ji ndlez{?
(VII) Pouzijeme poruchovou metodu pro degenerované nebo nedegenerované hladiny?
(VII) Provedte vypocet. Mélo by vyjit Eg) =0,+¢B/2m.
Povinné ulohy na pristée
Uvazujme LHO s poruchou §42. Spoététe prvni a druhou opravu energie prvniho excitované stavu. Vyéislete
prod=0,1ad=0,01. (1b.)
Bonusova dloha

Tentokrat neni.



