
Cvičeńı KT1 25. 10. 2022 (4. cvičeńı)

Témata:

� sférické souřadnice
� orbitálńı moment hybnosti
� Rungeho-Lenz̊uv vektor
� atom vod́ıku

Sférické souřadnice

Při řešeńı sféricky symetrických problému, kterými jsou např́ıklad atomy a ionty, je velmi výhodné přej́ıt ke
sférickým souřadnićım:

x = r sinϑ cosφ , (1)

y = r sinϑ sinφ , (2)

z = r cosϑ . (3)

Pro složky souřadnice tedy obecně máme
xi = rni (4)

a pro složky hybnosti

pi = −i ∂
∂xi

= −i
(
ni
∂

∂r
+

∇n
i

r

)
. (5)

n⃗ je jednotkový směrový vektor
n⃗ = (sinϑ cosφ, sinϑ sinφ, cosϑ) (6)

a ∇⃗n je vektor úhlových derivaćı

∇⃗n = e⃗ϑ
∂

∂ϑ
+

e⃗φ
sinϑ

∂

∂φ
, (7)

kde
e⃗ϑ = (cosϑ cosφ, cosϑ sinφ,− sinϑ) (8)

a
e⃗φ = (− sinφ, cosφ, 0) . (9)

Vyjádřeńı složek hybnosti pi (resp. parciálńıch derivaćı podle xi) dostaneme rozepsáńım derivaćı a zinvertováńım
vztah̊u (1) – (3):

pi = −i ∂
∂xi

= −i
(
∂r

∂xi

∂

∂r
+
∂ϑ

∂xi

∂

∂ϑ
+
∂φ

∂xi

∂

∂φ

)
(10)

a

r =
√
x2 + y2 + y2 , (11)

ϑ = arctg

√
x2 + y2

z
, (12)

φ = arctg
y

x
. (13)

(I) Proveďte výpočet.
(II) Snadno se taky můžeme přesvědčit, že

n⃗ · ∇n = ni∇n
i = 0 , (14)

[ni, nj ] = 0 , (15)[
∇n

i ,∇n
j

]
= ni∇n

j − nj∇n
i . (16)

(III) Při daľśıch výpočtech se nám bude hodit ještě znalost těchto komutátor̊u (źıskáme je postupně jeden z
druhého) [

∂

∂xi
, xj

]
=

[
ni
∂

∂r
+

∇n
i

r
, rnj

]
= δij , (17)

[∇n
i , nj ] = δij − ninj , (18)

[∇n
i , ni] = 2 ⇒ ∇n

i ni = 2 . (19)
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Orbitálńı moment hybnosti

Orbitálńı moment hybnosti je definovaný
L⃗ = r⃗ × p⃗ , (20)

neboli
Li = εijkxjpk . (21)

(I) Snadno ukážeme, že lze také vyjádřit

Li = −iεijkxj
∂

∂xk
= −iεijknj∇n

k . (22)

(II) Dále si ukážeme, že pro komutátor složek momentu hybnosti plat́ı z pouhého požadavku kanonické ko-
mutačńı relace [xi, pj ] = iδij (a vztah̊u z ńı plynoućıch, viz výše):

[Li, Lj ] = iεijkLk . (23)

(III) Pro komutátor složek momentu hybnosti a jeho kvadrátu dostaneme[
Li, L

2
]
= 0 . (24)

(IV) Dále si ukážeme, že

L2 = − (∇n)
2
. (25)

(V) Na závěr si ještě spočteme dva komutátory

[Li, nj ] = iεijknk , (26)[
L2, nj

]
= 2

(
nj −∇n

j

)
. (27)

Vlastńımi stavy operátor̊u L̂2 a L̂z jsou kulové funkce Yl,m(ϑ, φ), v abstraktńı notaci značené |l,m⟩, kde l =
0, 1, 2, ... a m = −l,−l + 1, ...,+l − 1,+l:

L̂2 |l,m⟩ = l(l + 1) |l,m⟩ , (28)

L̂z |l,m⟩ = m |l,m⟩ . (29)

Jak vypadaj́ı kulové fuknce Yl,m(ϑ, φ)?
Začněme od té nejnižš́ı, Y0,0(ϑ, φ), která neobsahuje žádnou úhlovou závislost; je to sféra (s-orbital tak, jak

ho známe ze středńı školy) a jej́ı hodnotu snadno urč́ıme z normalizace:∫
|Y0,0|2dΩ = 1 . (30)

(VI) Proveďme.
Ze znalosti této nejnižš́ı funkce Y0,0 můžeme źıskat libovolný daľśı orbital (p, d,...). Jak? K tomu nám

pomůže komutátor (62).
(VII) Zap̊usobeńım touto operátorovou rovnost́ı na Y0,0 dostaneme funkci s l = 1, tj. px, py nebo pz orbital

(”osmičky” známé ze středńı školy).
A podobně bychom mohli źıskat d-orbitaly (l = 2) atd. Tyto chemické orbitaly však nejsou kulovými

funkcemi, tj. vlastńımi stavy L̂z. (Chemické orbitaly jsou reálnými lineárńımi kombinacemi kulových funkćı
pro dané l.) Vyšš́ı kulové funkce Yl,m źıskáme pomoćı operátorové rovnosti (61), kde za nj dáme nz nebo n±.

(VIII) Jak vypadá n±?
(IX) Použit́ım (61) (a normalizace) najděte Y1,m(ϑ, φ).

Rungeho-Lenz̊uv vektor

V coulombickém poli (V (r) = −Z/r) existuje ještě jeden integrál pohybu – tzv. Rungeho-Lenz̊uv vektor (jak
jste nejsṕı̌s viděli také na přednáškách z teoretické fyziky).

Začněme s Newtonovou rovnićı
dp⃗

dt
= −∇V (r) = −Z r⃗

r3
(31)

a vynásobme ji zleva vektorově momentem hybnosti

L⃗× dp⃗

dt
= −Z L⃗× r⃗

r3
. (32)
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(I) Pravou stranu uprav́ıme (
L⃗× r⃗

)
i
= r3

dni
dt

. (33)

Dále si uvědomı́me, že

L⃗× dp⃗

dt
=

d

dt
L⃗× p⃗ . (34)

(II) Proč to plat́ı?
A dostaneme

d

dt

(
L⃗× p⃗+ Zn⃗

)
= 0 , (35)

kde
X⃗ = L⃗× p⃗+ Zn⃗ (36)

je Rungeho-Lenz̊uv vektor.

Ukážeme si, že Rungeho-Lenz̊uv vektor mı́̌ri z centra elipsy s hlavńımi osami s a = Z a b = L do jednoho
z ohnisek a že velikost Rungeho-Lenzova vektoru odpov́ıdá výstřednosti této elipsy.

(III) Nejprve si ukažme, že Rungeho-Lenz̊uv vektor lež́ı v rovině oběhu tělesa. Nápověda: Spočtěte L⃗·X⃗ = 0.
(IV) Dále si spočteme (to se nám bude hodit později)

r⃗ · X⃗ = −L2 + Zr . (37)

(V) Připomeňme si rovnici elipsy (v kartézských souřadnićıch):
(
x
a

)2
+
(
y
b

)2
= 1 a výstřednost ε2 = a2 − b2.

(VI) Připomeňme si polárńı souřadnice: x = r cosφ , y = r sinφ.
(VII) Posuňme počátek souřadnic do jednoho z ohnisek, x → x − ε a vyjádřeme rovnici elipsy v polárńıch

souřadnićıch: rε cosφ = ar − b2.
(VIII) Vyjádřeme r⃗ · X⃗ = −L2 + Zr v polárńıch souřadnićıch a porovnejme s rovnićı elipsy. Co vid́ıme?
(IX) Co tedy fyzikálně znamená, že Rungeho-Lenz̊uv vektor je integrálem pohybu?

V kvantové mechanice Rungeho-Lenz̊uv vektor použ́ıváme v antisymetrickém tvaru, abychom pracovali
s hermitovským operátorem.

ˆ⃗
X =

1

2

(
ˆ⃗
L× ˆ⃗p− ˆ⃗p× ˆ⃗

L
)
+ Z ˆ⃗n . (38)

(X) Rungeho-Lenz̊uv vektor můžeme taky vyjádřit

ˆ⃗
X = −r̂p̂2 + (r̂ · p̂− i)p̂+ Zn⃗ . (39)

(XI) Rungeho-Lenz̊uv vektor má ve sférických souřadnićıch tvar

ˆ⃗
X = n⃗

(
∂

∂r
− L̂2

r
+ Z

)
−∇(n) ∂

∂r
. (40)

Pro integrál pohybu plat́ı, že komutuje s hamiltoniánem. Zde postupně ukážeme, že opravdu[
X̂i, Ĥ

]
= 0 . (41)

Uvažujme pro jednoduchost vod́ık (Z = 1)

Ĥ =
p̂2

2
− 1

r̂
= −1

2

(
∂2

∂r̂2
+

2

r̂

∂

∂r̂
− L̂2

r̂2

)
− 1

r̂
. (42)

(XII) Cest k ćıli je mnoho. Můžeme se vydat třeba tou, kde si nejprve si předpoč́ıtáme komutátory:[
p̂i, Ĥ

]
= −ini

1

r2
, (43)[

L̂i, Ĥ
]
= 0 , (44)[

n̂i, Ĥ
]
=

1

r2
(∇n

i − ni) . (45)

(XIII) Použit́ım těchto komutátor̊u pak ukážeme, že[
p̂jL̂k, Ĥ

]
= −i 1

r̂2
n̂jL̂k (46)

(XIV) a dále, že opravdu plat́ı (41).
(XV) Z této komutačńı relace (41) také vid́ıme, že Rungeho-Lenz̊uv vektor nemı́chá mezi sebou stavy s

r̊uzných hlavńım kvantovým č́ıslem n. Nápověda: obklopte (41) stavy ⟨n′, l′,m′| a |n, l,m⟩.
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Atom vod́ıku

Atom vod́ıku je jeden z mála problémů kvantové mechaniky, který dokážeme vyřešit přesně (tj. źıskat analytické
řešeńı). Hamiltonián atomu vod́ıku v přirozených jednotkách (ℏ = c = ε0 = 1) je

Ĥ = T̂ + V̂ =
p̂2

2m
− e2

4πr̂
. (47)

Škálováńım

r⃗ =
r⃗′

mZα
, p⃗ = mZαp⃗′ , (48)

α = e2/4π je tzv. konstanta jemné struktury, přejdeme do atomových jednotek (ℏ = e = me = 1/4πε0 = 1) a
náš hamiltonián nabude jednoduchého tvaru

Ĥ =
p̂2

2
− 1

r̂
, (49)

což můžeme také napsat jako

Ĥ =
1

2

(
p̂2r +

L̂2

r̂2

)
− 1

r̂
. (50)

p̂r je radiálńı hybnost definovaná

p̂r = −i
(
∂

∂r
+

1

r

)
. (51)

(I) Ukažte, že hamiltonián vod́ıku komutuje s L̂z a L̂2. Tyto tři operátory
{
Ĥ, L̂2, L̂z

}
tvoř́ı tzv. úplnou

množinu komutuj́ıćıch operátor̊u. Co to znamená?
Vyřešeńım bezčasové Schrödingerovy rovnice

Ĥ |ψn⟩ = En |ψn⟩ (52)

źıskáme energetické spektrum (tzv. hrubou strukturu)

En = − 1

2n2
(53)

(energie v atomových jednotkách je v tzv. Hartree, (II) vyjádřete energii v SI) a vlastńı funkce (které můžeme
separovat na radiálńı a úhlovou část)

ψnlm(r) = Rnl(r)Ylm(ϑ, φ) . (54)

Radiálńı část Rnl(r) můžeme vyjádřit pomoćı tzv. přidružených Laguerrových polynomů (associated Laguerre
polynomials) a úhlovou část představuj́ı Ylm(ϑ, φ) kulové funkce. Pro nejnižš́ı hladiny (uvid́ıte nejsṕı̌s na
přednášce) dostaneme: pro radiálńı funkce ((III) nakreslete si tyto funkce a jejich kvadráty)

R1,0(r) = 2e−r , (55)

R2,0(r) =
√
2
(
1− r

2

)
e−r/2 , (56)

R2,1(r) =
1√
24
re−r/2 (57)

a pro kulové funkce

Y0,0(θ, ϕ) =
1√
4π

, (58)

Y1,0(θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ , (59)

Y1,±1(θ, ϕ) = ∓
√

3

8π
sin θe±iϕ . (60)

(IV) Spočtěte pravděpodobnost pro základńı stav, že najdeme elektron ve vzdálenosti do R = 0, 5, R = 1,
R = 2, R = 3, R = 4 od jádra.
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Povinná úloha na př́ı̌stě

Spočtěte komutátory (á 0,5 b.)

[Li, nj ] = iεijknk , (61)[
L2, nj

]
= 2

(
nj −∇n

j

)
. (62)

Bonusová úloha

Spočtěte X̂2 a
[
X̂i, X̂j

]
(uvažujte Z = 1). Mělo by vyj́ıt

X̂2 = 1 + 2Ĥ
(
L̂2 + 1

)
, (63)[

X̂i, X̂j

]
= −2iĤϵijkL̂k . (64)
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