Cviceni KT1 25. 10. 2022 (4. cviceni)

Témata:

sférické soutradnice
orbitdlni moment hybnosti
Rungeho-Lenzuv vektor
atom vodiku

Sférické souradnice

Pii feSeni sféricky symetrickych problému, kterymi jsou napiiklad atomy a ionty, je velmi vyhodné prejit ke
sférickym soufadnicim:

x=rsindcosyp, (1)
y=rsindsing, (2)
z=rcost. (3)
Pro slozky soutfadnice tedy obecné mame
xT; = TN (4)
a pro slozky hybnosti
S (5)
pi= dr; ' or r )
71 je jednotkovy smérovy vektor
7i = (sind cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos V) (6)
a V" je vektor tdhlovych derivaci
- 0 €, 0
n_=> 0 9 7
Vi =55 T o ap @
kde
€y = (cos v cos g, cos I sin p, — sin V) (8)
a
€, = (—sinyp, cos ,0) . (9)

Vyjédfeni slozek hybnosti p; (resp. parcidlnich derivaci podle x;) dostaneme rozepsédnim derivaci a zinvertovanim
vztaha (1) — (3):

om, - \omor T om 00 " om 0p

(10)

0 (87‘8 o9 o awa)
pi = —1 a3

r=+/22 +y2 + 42, (11)
/22 1 42
z“+y (12)

¥ = arctg+——,
z
Y
» = arctg= . (13)
x
(I) Provedte vypocet.
(IT) Snadno se taky muzeme presveédcit, ze
iV =0V =0, (14)
[nianj] =0, (15)
VI, VI =n V] —n; V] (16)

(III) Pfi dalsich vypoctech se ndm bude hodit jesté znalost téchto komutdtoru (ziskdme je postupné jeden z
druhého)

) o v
(Vi ng] =65 — niny (18)



Orbitalni moment hybnosti

Orbitdlni moment hybnosti je definovany

-

L=7xp, (20)
neboli
L; = €ijrxjpr . (21)
(I) Snadno ukdzeme, ze lze také vyjadrit
L; = 7i€ijkxj67;1;k = fisijknjVZ . (22)

(IT) Déle si ukdzeme, Ze pro komutdtor slozek momentu hybnosti plati z pouhého pozadavku kanonické ko-
mutaéni relace [x;, p;] = id;; (a vztaht z ni plynoucich, viz vyse):

[Li, LJ] = Z'EijkLk . (23)

(IIT) Pro komutéator slozek momentu hybnosti a jeho kvadratu dostaneme

[Li, L*] =0. (24)
(IV) Déle si ukdzeme, ze
L?=— (V") (25)
(V) Na zévér si jesté spocteme dva komutatory
[Li,n;] = ieijem (26)
[L2,nj] =2 (TL]' - V;l) . (27)

Vlastnimi stavy operatort L2 a L. jsou kulové funkce Yi.m (9, @), v abstraktni notaci znacené |I,m), kde [ =
0,1,2,cam=—l,—1+1,.,+1—1,+I:

L2|l,m) =1(1 + 1) |I,m) , (28)
L. |l,m) =m]|l,m) . (29)

Jak vypadaji kulové fuknce Y, (9, p)?

cvvs

ho zndme ze stiedni skoly) a jeji hodnotu snadno uréime z normalizace:
/ Yool2d0 = 1. (30)

(VI) Provedme.

Ze znalosti této nejnizsi funkce Yo muzeme ziskat libovolny dalsi orbital (p, d,...). Jak? K tomu ndm
pomuze komutator (62).

(VII) Zapusobenim touto operdtorovou rovnosti na Yy o dostaneme funkei s [ = 1, tj. ps, p, nebo p, orbital
(”osmicky” zndmé ze stiedni skoly).

A podobné bychom mohli ziskat d-orbitaly (I = 2) atd. Tyto chemické orbitaly vsak nejsou kulovymi
funkcemi, tj. vlastnimi stavy L.. (Chemické orbitaly jsou redlnymi linedrnimi kombinacemi kulovych funkci
pro dané [.) Vyssi kulové funkce Y7 ,, ziskdme pomoci operdtorové rovnosti (61), kde za n; ddme n. nebo n.

(VIII) Jak vypadd ny?

(IX) Pouzitim (61) (a normalizace) najdéte Y1 ., (¢, ¢).

Rungeho-Lenztv vektor
V coulombickém poli (V(r) = —Z/r) existuje jesté jeden integral pohybu — tzv. Rungeho-Lenzuv vektor (jak

jste nejspis videéli také na prednédskédch z teoretické fyziky).
Zacnéme s Newtonovou rovnici

dp i
— =-VV(r)=—-2— 31
" (r) 3 (31)
a vynasobme ji zleva vektorové momentem hybnosti
. dp Lx7
LX —=—-Z . 32
dt r3 (32)



(I) Pravou stranu upravime

> dn;
Lx *) - 33
( " i " dt (33)
Dale si uvédomime, ze
I
Lx —=—LXp. 34
PR TERY (34)
(IT) Pro¢ to plati?
A dostaneme q
S (Ex 7+ zi) =0,
= ( X -+ Zit) =0 (35)
kde L
X=LXp+2Zi (36)

je Rungeho-Lenzuv vektor.

Ukéazeme si, ze Rungeho-Lenzuv vektor mifi z centra elipsy s hlavnimi osami s a = Z a b = L do jednoho
z ohnisek a ze velikost Rungeho-Lenzova vektoru odpovidéd vystiednosti této elipsy.

(III) Nejprve si ukazme, ze Rungeho-Lenzuv vektor lezi v roviné obéhu télesa. Napovéda: Spoctéte L-X =0.

(IV) Déle si spocteme (to se ndm bude hodit pozdéji)

7 X =—L*+Zr. (37)

(V) Pripomenme si rovnici elipsy (v kartézskych soufadnicich): (5)2 +( %)2 =1 a vystiednost €2 = a? — b.
(VI) Piipomenime si poldrni souradnice: = = rcosp, y = rsing.

(VII) Posuiime pocétek souradnic do jednoho z ohnisek, x — = — ¢ a vyjadieme rovnici elipsy v polérnich
soutadnicich: re cosp = ar — b2

(VIII) Vyjadieme 7+ X = —L? + Zr v poldrnich soufadnicich a porovnejme s rovnicf elipsy. Co vidime?

(IX) Co tedy fyzikdlné znamensd, ze Rungeho-Lenzuv vektor je integrdlem pohybu?

V kvantové mechanice Rungeho-Lenztiv vektor pouzivdme v antisymetrickém tvaru, abychom pracovali
s hermitovskym operatorem.

5 1 /3 A oA fat A
X:§<L><p”—ﬁ><L>+Zﬁ. (38)
(X) Rungeho-Lenzuv vektor muzeme taky vyjadrit
X =—ip>+ (F-p—i)p+ Zit. (39)
(XI) Rungeho-Lenzuv vektor m4 ve sférickych souradnicich tvar
5 o L? 9
X=i|=——-—+2|-V_—. 4
" (31" + ) v or (40)
Pro integrédl pohybu plati, Ze komutuje s hamiltonidnem. Zde postupné ukazeme, ze opravdu
%] =0, (41)
Uvazujme pro jednoduchost vodik (Z = 1)
52 2 T2
o2 1 1[92 20 L 1
2 g R AR 42
2 7 2(6?24—?8? 72 7 (42)
(XII) Cest k cili je mnoho. Muzeme se vydat tfeba tou, kde si nejprve si predpocitdme komutdtory:
Lo 1
|:pl7H:| = _Zniﬁ ) (43)
L] =0, (44)
S 1
[nH] = 5 (VI —ny). (45)

(XIIT) Pouzitim téchto komutdtoru pak ukdzeme, ze
PP 1
il ] = =iz L (46)

(XIV) a déle, ze opravdu plati (41).
(XV) Z této komutacni relace (41) také vidime, ze Rungeho-Lenzuv vektor nemichd mezi sebou stavy s
ruznych hlavnim kvantovym ¢islem n. Ndpovéda: obklopte (41) stavy (n/,l',m’| a |n,l,m).



Atom vodiku

Atom vodiku je jeden z méla problému kvantové mechaniky, ktery dokazeme vyfesit presné (tj. ziskat analytické
fesenf). Hamiltonidn atomu vodiku v pfirozenych jednotkdch (h=c=¢o =1) je

) 2
~ ~ ~ D e
H=T+V =— — —. 47
+ 2m  4rnr (47)
Skdlovanim

d r D Zap (48)

¥ = =mZa

mZa p P,

a = €2/47 je tzv. konstanta jemné struktury, prejdeme do atomovych jednotek (A =e = m, = 1/4wgy = 1) a
na$ hamiltonidn nabude jednoduchého tvaru

=t (9
coz muzeme také napsat jako A
H:;<2+f§>—i (50)
Py je radidlni hybnost definovana
Pr=—1 <8ar + 71n> ) (51)

(I) Ukazte, ze hamiltonidn vodiku komutuje s L, a L2 Tyto tii operatory {f[ ,ﬁ27Lz} tvoii tzv. tplnou
mnozinu komutujicich operatoru. Co to znamena?
Vyfesenim bezcasové Schrodingerovy rovnice

H [Yn) = Ep [1n) (52)
ziskdame energetické spektrum (tzv. hrubou strukturu)

1

En="53

(53)

(energie v atomovych jednotkéch je v tzv. Hartree, (II) vyjaddiete energii v SI) a vlastni funkce (které muzeme
separovat na radidlni a ihlovou ¢dst)

wnlm(’r) = Rnl(r)}/lm (19’ QD) . (54)

Radidlni ¢4st R,,;(r) muzeme vyjadfit pomoci tzv. pfidruzenych Laguerrovych polynomu (associated Laguerre

polynomials) a thlovou ¢dst predstavuji Yy, (9, ¢) kulové funkce. Pro nejnizsi hladiny (uvidite nejspis na
predndsce) dostaneme: pro radidln{ funkce ((IIT) nakreslete si tyto funkce a jejich kvadraty)

Ryo(r) =2e7", (55)
Rao(r) = V2 (1 - g) e /2, (56)

—_

Raq(r) = ﬂmﬂﬂ (57)

a pro kulové funkce

1
Y0,0<07 ¢) = /747_‘_ ) (58)
3
Yio(0,¢) = In cost, (59)
Yi41(0,0) = F 8i sin fet? (60)
Y

(IV) Spoctéte pravdépodobnost pro zdkladn{ stav, ze najdeme elektron ve vzddlenosti do R = 0,5, R = 1,
R=2 R=3, R=4 od jadra.



Povinna tloha na pristé
Spoctéte komutédtory (4 0,5 b.)

[Li,nj] = ieijpn,

[L%n;] =2(n; = V7).

Bonusova uloha

Spoctéte X2 a [XZ,XJ} (uvazujte Z = 1). Mélo by vyjit

X2:1+2f{(i2+1>,

|:X“X7:| = —Qiﬁeijkﬁk .



