Cviceni KT1 20. 12. 2022 (12. cviceni)

Témata:

EM pole, skaldrni a vektorovy potencial, Maxwellovy rovnice
nabitd ¢astice v EM poli - Hamiltonian, klasicky popis
Aharonovuv-Bohmuv experiment

Landauovy hladiny - LHO

Aharonoviuv-Bohmiv experiment

V klasické fyzice popisejeme EM pole pomoci elektrické intenzity E and magnetické indukce B. (I) Jak vy-
padaji Maxwellovy rovnice (zapsané pomoci F a B)? Misto téchto dvou veli¢in muzeme pracovat se skaldrnim
potencidlem ¢ a vektorovym potencidlem A definovanymi vztahy

B=VxA, (1)

E=-Vo——. (2)
Zatimco v klasické teorii nam pouziti téchto potencidli muze feSeni problém usnadnit, v kvantové teorii je
jejich pouziti nezbytné (uvidite na konci semestru nebo ten dalsf). Nabiz{ se tedy otézka, které potencidly jsou
” fyzikalnéjsi”.

(IT) Jak vypadaji Maxwellovy rovnice zapsané pomoci ¢ a A?

Snadno se lze presvédéit, Zze ¢ a A nejsou urcéeny jednoznacéné; mame volnost v transformaci

A— A+ Vy, (3)
ox
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A (4)

Tuto volnost oSetfujeme pomoci vhodné tzv. kalibra¢ni podminky.

(ITI) Nez prejdeme k Aharonovové-Bohmoveé experimentu, vénujeme jesté chvilku klasické mechanice a elek-
tromagnetismu. Hamiltonidn nabité ¢astice v EM poli je

S 1/, - \?
H(wyp,t)=7n(p—qA(fc7t)) +qp. (5)

Ukazte, ze s timto hamiltonidnem jsou klasické Hamiltonovy rovnice

& = opy (6)
de - _(“)xi ’ (7)

ekvivalentni s Newtonovou pohybovou rovnici s Lorentzovou silou

2, ,
dz; I dx;

m =F"=q (Ez + 5ijkBk) . (8)

de? ! dt

Aharonoviv-Bohmuv experiment ukazuje, ze faze nabité ¢astice mize byt ovlivnéna pfimo potencidly ¢ a
/i i kdyz v dané oblasti jsou "klasické” veliciny B a E nulové. Jeho zdkladni myslenkou je, ze potencidly ¢ a
A vystupuji ve vzorcich pro fazovy posun vlnové funkce a ten muze ovlivnit interferenéni obrazec pii pokusech
typu dvoustérbinovy experiment.

(IV) Jak byste vytvorili A bez B?

Klasickym piikladem takové situace je nekonecné dlouhd, valcova civka, tzv. solenoid. Magneticka indukce
B prochazi jeho vnitikem a ven vystupuje z nekoneéné vzdalenych koncu. Vné takového solenoidu by bylo
B =0. Redlny solenoid takto striktni neni, ale pokud je dostatecné §tihly, muze byt vnéjsi pole velmi slabé.
Vektorovy potenciél A okolo solenoidu tvoif kruhové silocary a jeho intenzita od povrchu se vzdéalenosti pos-
tupné klesd. V tomto piikladu si spocteme tento potencidl A a ukdzeme si, jak muze fazi ovlivnit fazi vinové



funkce.

Experimentdlni usporadani je nasledujici, viz schéma. Koherentni svazek elektronu vyrazi ze zdroje v bodé
Zo, je rozdélen na dva svazky 1 a 2 a tyto svazky se opét spojuji a interferujf na detektoru (bod x*). (Jednd se
o analogii k Youngové optickému dvojstérbinovému experimentu.) Vysrafované kolecko znac¢i nekoneéné dlouhy
solenoid, uvnitt kterého je magnetické pole B (kolmé k nékresu). Toto magnetické pole je nulové vSude mimo
solenoid.

Oznac¢me magneticky tok

(V) Nejprve si ukdzeme, ze

Népovéda: vzpomente si na Stokesovu vétu
/(wz) d§= ¢ A.dl (11)
S oS

Jelikoz magneticky tok je nenulovy, musi nutné byt pole A nenulové, ackoli B=0.
(VI) Ukazte, ze potencidl A muze mit tvar

T 9 . _ _ [—cosp) _[—%
AiQﬂ'ru@’ u”(singp)<m>' (12)

Zde jsme pouzili polarni soufadnice

x=rcosy, (13)
y=rsing, (14)
z=z, (15)

s pocatkem ve stiedu solenoidu.

Matematickd analyza nam k&, ze vektorové pole F' s nulovou rotact je potencidlni, tj. ze existuje skalarni
funkce f takové, ze F' = VJf a integral ffﬁ Sdl = f(a) — f(b) nezdvisi na integra¢ni cesté. Uvazujme tedy
funkci x(x), kterd bude vyjadfovat posun fize vlnové funkce a pro jednoduchost zvolne x(zg) = 0. Vlnovou
funkci popisujici elektronovy svazek §itici se po cesté v; tedy uvazujme ve tvaru

1 (z) = exp (z 6Xf§”> bo(z) = exp (Zg /x A" .df> bo(z) . (16)

(VII) Dosazenim do Schrédingerovy rovnice

Lo o )2
[Qm (p — eA(x,t)) + V} 1 = En (17)
dostaneme znamou staciondrni Schrédingerovu rovnici
P
<2 +V> o = Ey . (18)
m

A nynf se koneéné dostaneme k vypoctu interference dvou elektronovych svazkt na detektoru. Podobné jako
pro prvni svazek i; budeme uvazovat vinovou funkci v, popisujici druhy svazek sifici se podél cesty 2 ve tvaru
napsaném vyse. Budeme dale predpokladat, ze

Y1(z0) = ¥2(z0) = Yo(wo) (19)

tj. na pocatku jsou elektrony ve zcela totozném tvaru. Amplituda v bodé z* na detektoru je ddna souctem
diléich amplitud

A= 1(27) + a(27) (20)
a hustota pravdépodobnosti vyskytu je pak dédna
I = |¢r(a") +da(a”)]. (21)
(VIII) Dosazenim za 11 a 2 tak dostaneme
* * € *
1= [r(@*) + (@) =2 (1+ cos(+9) ) (). (22)

Vidime tedy, Ze intenzita (pravdépodobnost) se periodicky méni s magnetickym tokem ¢.
(IX) Jakou nejmensi zménu ¢ dokazeme rozlisit?



Landauovy hladiny

Uvazujme nabitou ¢dstici pohybujici se v roviné (z,y) v silném homogennim magnetickém poli, které je kolmé

k této roviné
B = Be,.

Odpovidajici vektorovy potencidl muze mit tvar ((X) ukazte)

o 1 1
A=|-=-By,-Bz,0] .
( 2 y) 2 x? )

Dynamiku ¢astice popisuje hamiltonian
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ktery, (XI) dosazenim a tpravou, muzeme vyjadiit jako

. eB . 2 R eB | 2
Pt W) T\Pvm 5

- 1

T 2m

Nabizi se tedy prejit k veli¢cinam
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(XII) Spocitejte komutédtory Q,P| a [4,p] a ovéite tak, Ze se jednd o kanonické proménné.

Hamiltonidn uvedenou substituci ziskd nam dobfe znamy tvar LHO

=18 (1 ) = L (@24 7).

2m

kde jsme zavedli cyklotronovou frekvenci w = eB/m. Pro energii tak ziskdme
1

Tyto hladiny nazyvame Landauovymi. Jaka je jejich degenerace?

Povinna tloha na pristé

Uz neni.

Bonusova uloha

Tentokrat neni.
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