Cviceni KT1 22. 11. 2022 (8. cviceni)

Témata:

e sklddan{ dvou spinu 1/2
e skldddni momenttt hybnosti I =1 a s =1/2
e direktn{ (tenzorovy) soucin, pusobeni operdtoru na slozeny stav

Skladani momenta hybnosti

Na poslednich par cvicenich jsme se vénovali atomum vodiku a sodiku a jejich spektralni struktute. Setkdvali
jsme se ruznymi momenty hybnosti: orbitalnim l_:, spinem elektronu S , spinem jadra I. Bez hlubgiho vysvétleni
jsme obcas pracovali se tzv. slozenymi momenty hybnosti J=L+SaF =T+.J. Vtomto cviceni se zaméifme

pravé na toto skladani momentt hybnosti.
(Muzete také kouknout na http://quantum.karlov.mff.cuni.cz/~uhlirovat/UDKM /UDKM2022_cv3.pdf.)

Skladani dvou spina 1/2

VvV DU bylo za kol se podivat na slozen{ dvou spina 1/2 a stavy ziskané pii vypoctu hyperjemného stépeni pro
zakladni stav atomu vodiku charakterizovat pomoci tohoto celkového spinu a kvantovych ¢isel S a Mg.

(I) Co vam vyslo v domécim tkolu?

Na minulém cvi¢en{ jsme uvazovali systém skldd4jici se ze dvou ¢éstic se spinem 1/2. Kazd4 z téchto ¢dsti
se muze nachdzet ve stavu [1) nebo ||}, takze cely systém se muze nachézet v jednom ze Ctyt stavi

It = |T>1 |T>2 ;M) = |T>1 M)z ;o HM) = |\|/>1 |T>2 ;) = |¢>1 |¢>2 ) (1)
resp. jejich linedrnich kombinaci (které jsem ziskali)
DMz U+ 102, S UD e = Ma) [, (2)

Pro popis celkového, slozeného, stavu je tedy vyhodné zavést operator celkové spinu jako soucet jednoc¢asticovych
operatoru spinu
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1+92 = 1®12+11® 2. (3)

Kazdy z téchto jednoc¢asticovych operdtoru spinu vsak pusobi jen v daném prostoru stavu, tj. S, pusobfi jen
na stav prvni astice a S jen na stav té druhé. Matematicky spravné (druhy fddek) se to vyjadif pomoct
tenzorového soucinu a jednotkového operatoru (jednotkovy operdtor nechd dany stav tak, jak je). Tenzorovy
souéin Sy @ 1, tedy znamend, Ze na prvni Castici ptsobi operéator S, a na druhou jednotkovy operator 15 a
podobné pro druhy ¢len. V praxi se vSak casto pouzivd (i kdyz ponékud matematicky nepfesny) zdpis bez

jednotkovych operatoru (pI‘an radek)
Pro operétor S, =5, ®1,4+1; @S, tedy dostaneme:

Sa M) = S )y @ Lo 1, + 1a 1), © Saz 1), = (4)
= S @ M+ 1 @ 5 1) = )
=1[1), ® 1), = 1111 . (6)

Vidime tedy, ze stav [11) je vlastnim stavem operdtoru S, s vlastnim éfslem 1.
(IT) Provedte podobny vypocet pro zbylé tii stavy (2). Mélo by vam vyjit

\7 (M) + N1 = 7 (M + N1, (7)
7 (M) = N1 = \/5 () =N, (8)
S W) = —114) - 9)

Pii zavadéni operatoru celkového spinu S? musime byt o néco opatrnéjsi

A = =

. 2, &\ 2 A
§% = (51+52) =82428 -5+ 52, (10)



kde jsme pro jednoduchost vypustili jednotkové operatory. Pusobeni operatoru .§'12 a S% na stavy |[1) a |}) zndme.

Nevime vsak, jak pusobi S, - S5. Pro souéin dvou vektorovych operatoru A a B obecné plati

N . A A A A 1/, = A A PRPN
A-B=A1By+ AyBy + A3B3 = 3 <A+Bf + A,B+) + A3Bs, (11)

kde Ai = A, +iAsa podobné pro B.
(ITT) Dokazte tuto rovnost (dosazenim).
(IV) Pro operétor spinu tedy dostaneme

§2 =824 824 (gHsz, + gl,sH) +251.5,. . (12)
Operétor 52 tedy piisobi na stav |11):
S2[11) = STy M)y + 1), 55 1),
o (Sug 1)1 82 1)y + S 1) a4 1))
+ 2S1z |T>1 S2z |T>2 =
3 3 veores. L L
= 2 s 1 S 1y (040 +2- S, 51D, =
=2[1) . (13)

Stav [11) je tedy vlastnim stavem operdtoru 52 s vlastnim &fslem S = 1 (protoze S(S +1) =1(1+1) = 2).
(V) Spoctéte, jak piisobi operdtor S? na zbylé stavy (2). Mélo by vyijit

2 1 _9_~

S f(|u>+|u>>— f<m>+|u>) (14)
Ao 1

S2E(m> 1) =0 ﬁuw—m», (15)
Py =21 (16)

Vidime tedy, ze stavy (2) muzeme popsat pomoci kvantovych ¢fsel S a Mg néalezicim operdtoru celkového

spinu S. Tii z nich odpovidaji systému se spinem S = 1 a tfemi projekcemi Mg = —1,0,+1 (jak m4 byt)

IL+1) =M, (17)

11,0) = Z5 (1N )2 + 1)1 [1)2) (18)

11, =1) = [1)1 N)o (19)
a jeden z nich odpovid4 systému se spinem S = 0 a projekei Mg = 0 (jak ma byt)

10,0) = 5 (1)1 )2 = 1)1 1)) - (20)

Skladani momentt hybnosti j; a j> obecné

V knize doc. Zamastila je sepsany obecny navod, jak slozit dva momenty hybnosti. Podivejme se na tento
alternativni ”kucharkovy” postup pro skladam dvou momentu hybnosti j; a jo.

Zavedeme celkovy moment hybnosti J ktery vznikne slozenim dvou moment hybnosti J1 a Jg
J=J1+Js. (21)

(I) Snadno se miizeme piesvédéit, ze J2, J,, J2, J2 tvoif mnozinu komutujicich operdtorii. Pro¢ je to dilezité?
Nasim cilem je najit takové linedrni kombinace stavi |51, m1> |72, m2), aby tyto linedrn{ kombinace, ozna¢me
je |7, m(j1, j2)), byly vlastnimi stavy operator J2, J,, J2 a J2 soutasné, tj. aby

1, m(rs g2)) = 30 + 1) 15, (s d2)) (22)
T2 |3, m(, g2)) = m |G, m(j1, 4a2)) (23)
J21 3, m(j1, g2)) = (g1 + 1) [, m(jr, j2)) (24)
J?215,m(j1, j2)) = ja(jo + 1) |, m(j1, jo)) - (25)



Hleddme tedy (normalizované) rozvojové koeficienty c;

[Gym (i, g2)) = Y e lju,ma) |2, ma) - (26)

i

Tyto koeficienty se nazyvaji Clebschovy-Gordonovy a existuje obecny piedpis, jak je spocitat. Vice se o nich
doctete v knize doc. Zamastila, kap. 4.2 Skldddn{ momenti hybnosti. Tam je také ukdzano (uvidite na
predndsce), ze obecné j nabyva hodnot |j1 — jol, [j1 — jo| + 1, ..., 51 + j2 — 1,41 + j2 a Ze slozenim dvou stavu s
projekcemi mj; a mjo ziskdme celkovy stav s projekci momentu hybnosti m = m;; + mjo.

My se zde spokojime se znalosti, ze pro dané j, m, j; a jo ziskdme pouzitim rovnice

0=[1(j1+1) + 7202 +1) = j(j + 1) + 2i(m — )]+
+ay(j1,i — Da—(ja,m—i+ 1)c;—1+
+a_(ji,i+ oy (jo,m —i—1)eiy, (27)

kde

s (j,m) = V/j(j +1) —m(m£1), (28)

a normalizac¢ni podminky >, |c;|* = 1 soustavu rovnic pro koeficienty ¢;. Jejim vyfesenim ziskdme ziskdme
kyzené linedrni kombinace stavi |j1,m1) a |jz, ma).
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Postup lze sepsat do péar kroku:
1. NaJdl jmin a jmax-
2. Napis mozné stavy pro mozné m.

Napi$ trivialni kombinace.

= W

Ur¢i ¢ a rovnice pro zbyla m.
5. Vyfes soustavy rovnic pro c;.
6. Napis ziskané linearni kombinace.

Prakticky si tento postup ukdzeme na j; = 1/2 a jo = 1/2, tj. méli bychom dostat stejny vysledek jako v
prvni ¢asti cviceni.

(IT) Provedte.

Vidite souvislost tohoto obecného postupu podle "receptu” s ”intuitivnim” postupem vyse?

Elektron v p-stavu (skldddni s =1/2al=1)

V treti ¢asti dnesniho cviceni se podivdme na skldddni{ momentu hybnosti | = 1 a s = 1/2, coz odpovidd
interakci spinu elektronu v p-orbitalu s jeho orbitdlnim momentem hybnosti (coz, jak uz vime, vede na tzv.
jemnou strukturu). Pujdeme na to v8ak trochu jinak, nez v ¢asti prvni.

(I) Jaké jsou mozné kombinace stavu |I,m;) a |s,mgs)?

Celkem mame 6 moznych kombinaci, tj. uc¢ené fe¢eno dimenze Hilbertova prostoru je d = (2141)(2s+1) = 6.

Orbitalni moment hybnosti La spin S slozime na celkovy moment hybnosti J:

=

J=1L+

UJp

(29)
Pro odpovidajici kvantova ¢isla j, [ a s plati:
j=l=s,l—s+1,...;01+s. (30)

Kazdy z téchto stavii s danym j mé (2j+1) moznych projekei m; = —j, —j+1,...,j—1,j. V nasem piipadé tedy
ziskdme 4 stavy s j = 3/2 (mj—g)o = —3/2,—1/2,+1/2,43/2) a dva stavy s j = 1/2 (m;—1/2 = —1/2,+1/2).
Celkem tedy mame opét 6 moznych kombinaci.

Jak zjistime, jaké stavy puvodni baze (resp. jejich linedrni kombinace) |1, m;)®|s, ms), tj. {|1,+1),|1,0), |
{11/2,+1/2) ,]1/2,—1/2)}, odpovidaji stavim nové (slozené) baze {\],mﬁ}”

Stavy nasi "staré” béze jsou vlastnimi stavy operdtort L2 a L., resp. 52 a S.. Stavy nasi "nové” béze jsou
vlastnimi stavy operatoru celkového momentu hybnosti J 2 a J,.

(IT) Piipomerite si, jak pusobi tyto zminéné operatory na své vlastni stavy, tj. jaké vlastni{ hodnoty ndm
davaji.

1L, -1)}®



Mohli bychom, stejné jako v prvni ¢asti tohoto cviceni, spocitat pusobeni operdtoru J? a J. na jednotlivé
stavy staré baze a pak hledat vhodné linedrni kombinace téchto stavu tak, aby byly vlastnimi stavy operatoru
J?a J,.

(III) Provedte takovy vypocet.

Déle bychom mohli pouzit navod z knihy doc. Zamastila.

(IV) Provedte.

Alternativné muizeme najit vyjadieni néjakého jednoho stavu |j,m;) pomoci |I,m;)|s, ms) a pak pouzit
zvyéovaci a sniZovaci operétory Ji a vygenerovat zbylé stavy Nejjednoduéél’ je si vybrat jeden zZ krajnich
[, my) \3 ms). Plati totiz m; = m; + m,. To vidime z rozepséni operatoru J,:

J.=L.@1+1®S,=L,+8S,. (31)
V naSem piipadé je nejvyssim moznym stavem stav |j = 3/2,m; = +3/2), ktery zjevné ziskdme kombinaci

7=3/2,m; =43/2) =l=1,m=+1)Q|s=1/2,m; =4+1/2) = |l =1,m; = +1)|s =1/2,m; = +1/2) .

Pisobenim operdtoru J_ na tento stav - pripometime si, ze plati )
Jeljym) = V(G +1) —m(m £1) |j;m £ 1), (33)
pak dostaneme stav |j = 3/2,m; = +1/2). Jednak plati
J_13/2,+3/2) = V3|3/2,+1/2) (34)
a jednak plati (pro ndzornost zde piSeme ®)
J_13/2,+3/2) = (i_ ®i+i® S_) 1, 41) ® [1/2, +1/2) =
L4 ®@11/2,41/2) +1(1,+1) @ S_ [1/2,41/2) =
=V2[1,0) @ [1/2,+1/2) + |1, 1) ® [1/2,—1/2) . (35)
Odtud dostaneme
13/2,+1/2) = \/21,0) [1/2,4+1/2) + \/§|17 1)]1/2,-1/2) . (36)

Opakovanym puisobenfm J_ dostaneme dalsi dva stavy |j = 3/2,m; = —1/2) a |j = 3/2,m; = —3/2):

13/2,—1/2) = \/>|1 1)]1/2,+1/2) + \/>|1 0)|1/2,—1/2) , (37)
13/2,-3/2) = |1, —1)[1/2, —1/2) . (38)

(V) Spocteéte.

Jak ziskdme chybéjici dva stavy |j = 1/2,m; = +1/2) a|j = 1/2,m; = —1/2)? Projekci celkového momentu
hybnosti m; = +1/2 ziskdme jako soucet m;+ms, tj. jako linedrni kombinaci staviis m; = 0amg, = +1/2am; =
+ amy = —1/2. Jednotlivé stavy |j, m;) na sebe musi byt kolmé, takze chybéjici stavy |j = 1/2,m; = +1/2) a
|7 =1/2,m; = —1/2) ziskdme z podminky orthogonality k |j = 3/2,mj = +1/2), resp. |j =3/2,m; = —1/2):

11/2,41/2) = \/>1 0) [1/2,+1/2) + \fu +1)]1/2,-1/2) , (39)
11/2,-1/2) = \/71 —1)|1/2,+1/2) + \[u 0)|1/2,-1/2) . (40)

(VI) Spoctéte.
At zvolime kterykoliv postup, vidy bychom méli dojit ke stejnému vysledku.
Povinné ulohy na pristée
(1 b.) Uvazujme elektron se spinem v p stavu, tj. s = 1/2 al = 1. Pouzitim ndvodu z knihy doc. Zamastila
tyto dva momenty hybnosti sloZte a napiste mozné stavy.
Bonusova tiloha

(1 b.) Uvazujme dva elektrony se spinem v p orbitalu. Slozte tyto ¢tyfi momenty hybnosti I; = 1, s;1 = 1/2, Is
a sy =1/2.



