
Cvičeńı KT1 13. 12. 2022 (11. cvičeńı)

Témata:

� variačńı metoda: Ritz̊uv variačńı princip, lineárńı a nelineárńı parametrizace

Variačńı metoda

Dnešńı cvičeńı se budeme věnovat druhému typu přibližných metod: metodě variačńı. Jej́ım základem je tzv.
Ritz̊uv variačńı princip, který nám ř́ıká, že středńı hodnota energie nějaké náhodné, tzv. testovaćı, funkce |ψ⟩
je vždy vyšš́ı nebo rovna přesné energii

Evar − E0 ≥ 0 . (1)

(I) Ukažte.
Abychom se dostali ke skutečné energii co nejbĺıž, muśıme zvolit co nejbližš́ı (nejvhodněǰśı) testovaćı funkci.

Toho můžeme dosáhnout t́ım, že testovaćı vlnovou funkci parametrizujeme a pak energii optimalizujeme vzhle-
dem k tomuto, popř. těmto, parametr̊um.

Možnosti parametrizace máme dvě: lineárńı a nelineárńı. Jejich princip a použit́ı si ukážeme na př́ıkladu
harmonického oscilátoru s poruchou δx̂2.

Nelineárńı parametrizace:

Tento př́ıstup spoč́ıvá v tom, že do testovaćı funkce vhodně umı́st́ıme parametr a následně najdeme jeho
optimálńı hodnotu. Tento př́ıstup zpravidla vede k rychleǰśımu a správněǰśımu řešeńı, ale neńı univerzálńı.

Mějme tedy systém

Ĥ =
p̂2

2
+
x̂2

2
+ δx̂2 (2)

a zkusme naleznout energii základńıho stavu.
Jako vhodná testovaćı funkce se zjevně jev́ı vlastńı funkce harmonického oscilátoru:

|ψLHO,0⟩ =
1
4
√
π
e−

x̂2

2 . (3)

(II) Jakou energii źıskáme použit́ım této funkce?
Náš odhad vylepš́ıme t́ım, že do funkce 3 vhodně umı́st́ıme parametr α:

|ψt(α)⟩ =
1
4
√
π
e−α x̂2

2 . (4)

(III) Spočtěte energii Evar(α).
(IV) Energii optimalizujte, tj. najděte α dávaj́ıćı nejnižš́ı energii.

Lineárńı parametrizace:

Testovaćı funkci rozvedeme do vlastńıch stav̊u systému, které umı́me vařešit:

|ψt⟩ =
∑
n

cn |n⟩ . (5)

Teoreticky je jedno, jakou bázi zvoĺıme. Důležité je, aby báze byla úplná. V praxi se ovšem snaž́ıme naj́ıt
tu nejvhodněǰśı bázi, abychom rozv́ıjeli do co nejmenš́ıho počtu funkćı a zároveň se rychle bĺıžili ke skutečné
energii.

(V) Ukažte, že pak řeš́ıme vlastńı problém

(H − EvarS) c⃗ = 0 . (6)

Pro náš systém

Ĥ =
p̂2

2
+
x̂2

2
+ δx̂2 (7)

je zjevně výhodné zvolit bázi vlastńıch stav̊u LHO.
(VI) Uvažujme stavy |0⟩ , |1⟩ , |2⟩ , |3⟩ , |4⟩ a postupně uvažujme báze {|0⟩}, {|0⟩ , |1⟩}, atd. a odhadněme

energii základńıho stavu.
(VII) Porovnejte výsledky źıskáné variačńı metodou (lineárńı i nelineárńı) a poruchovou metodou.
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Povinná úloha na př́ı̌stě

Uvažujte atom vod́ıku

Ĥ =
p̂2

2
− 1

r̂
(8)

a jeden gaussián jako testovaćı funkci (opt. parametr α)

ψt = Ne−αr2 . (9)

Najděte nejlepš́ı odhad energie základńıho stavu atomu vod́ıku, který s touto funkćı můžeme źıskat.

Bonusová úloha na př́ı̌stě

Uvažujme hamiltonián dvouhladinového systému ve tvaru

H =

(
Ea 0
0 Eb

)
(10)

a vlastńı stavy označme |a⟩ a |b⟩. Ukažte, že podle variačńı metody jsou |a⟩ a |b⟩ funkce s vlastńımi energiemi
Ea, resp. Eb.

Dále uvažujte, že maticové elementy Hab = H∗
ba jsou nenulové. V takovém př́ıpadě variačńı princip povede

na stavy odlǐsné od |a⟩, |b⟩. Ukažte, že pro p̊uvodně degenerovaný systém Haa = Hbb dojde k sejmut́ı degenerace
a rozštěpeńı hladin se rovná dvojnásobku Hab.

Nápověda: Výhodná je parametrizace |ψ⟩ = cosα |a⟩+ sinα |b⟩.
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