Zapoctova pisemka UDKM 1. 6. 2021 - radny termin

Instrukce

Na vypracovani této zapoctové pisemky méate 150 minut v dtery 1. 6. 2021 v ¢ase 8:00 — 10:30. Do uply-
nuti tohoto ¢asového limitu je potieba odeslat své fesen{ (foto, sken,...) na email terezauhlirova@seznam.cz nebo
prostiednictvim MS Teams (jako soukromou zpravu mné). Nedilnou soucdsti feseni je i postup.

V pisemce jsou tfi priklady s podiulohami zna¢enymi fimskymi ¢islicemi. Kazda podiloha je ohodnocena 1
bodem, neni-li explicitné uvedeno jinak. Celkem je tedy mozné ziskat az 25 bodu. Pro ziskdni zdpoctu je nutné
napsat tento test na alespon 60 %, tj. ziskat alespon 15 bodi. Cést bodi potfebnych pro zépocet lze nahradit
body za bonusové tlohy ziskané v prubéhu semestru.

Pfi feseni testu plati nésledujici pravidla:
e Zapoctovou pisemku Feste zcela samostatné.

e Pii feSeni zapoctové pisemky je potfeba mit zapnuty mikrofon a webkameru tak, aby bylo vidét, ze test
resite samostatné.

Muzete pouzivat materidly a pozndmky ze cviceni (v tisténé i digitdlni podobé).

e Pouzivani internetu je vyslovné zakézéno.

Kalkulacku muzete mit a pouzivat.

Hodne stésti!



Priklad 1.: Rungeho-Lenztv vektor

V coulombickém poli (V(r) = —Z/r) existuje jesté jeden integral pohybu — tzv. Rungeho-Lenzuv vektor (jak
jste nejspis vidéli také na predndskach z teoretické fyziky):
N - - 5
X:§(L><p—p><L>+n. (1)
V kvantové mechanice Rungeho-Lenzuv vektor pouzivdme v antisymetrickém tvaru, abychom pracovali v her-
mitovskym operdtorem.
(I) Co znamend hermitovsky operédtor?

(IT) Uvazujme dva hermitovské operdtory A = At a B = BT, kde + znaéi hermitovské sdruzeni. Cemu se

~ A\ T PN ~ A\ T
rovné (AB) a tedy (AB + BA) ?

Pro integral pohybu plati, ze komutuje s hamiltonidnem. Zde postupné ukazeme, ze opravdu

[XH} ~0. (2)
H je vodikovy hamiltonisn
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(IIT) Spoctéte komutdtor
b 11 (4)

(IV) Spoctéte komutétor

(V) Spoctéte komutator
{nH} . (6)

(VI) Pouzitim vysledka z bodu (III) a (IV) ukazte, ze

[y B] = —igits )

(VIL, 2 b.) Se znalosti (nejen) vysledkii z bodt (II1) — (VI) vyvod'te, Ze opravdu plati (2).



Priklad 2.: Linearni harmonicky oscilator

V této uloze se budeme vénovat nam dobfe znamému harmonickému oscilatoru.

(VIIT) Jak vypadd hamiltonidn harmonického oscildtoru? Vyjadiete ho pomoci operdtoru souradnice & a
hybnosti p a také pomoci anihilaénich a kreaénich operdtorti @ a a'. Jak ptisobf tyto operatory na vlastni stavy
|n)y LHO? Jaky je vyraz pro energii LHO?

LHO mirné narusime pfidénim poruchy ve tvaru 6V = 643 (6 je redlny parametr urcujici miru poruchy).
(IX) Vyjadiete poruchu 2> pomoci anihilaénich a kreacnich operatort a a af.

(X) Jak obecné ptisobi porucha % na vlastni stav LHO |n)?

(XI) Jak se zmén{, v prvnim Fddu poruchové metody, energie zékladniho a prvniho excitovaného stavu?
(

XII, 2 b.) Pro zékladn{ stav spocitejte opravu druhého ¥ddu poruchové metody.

Nyni predpokladejme, Ze se nas systém nachézi v superpozici staciondrnich stavi linedrniho harmonického
oscilatoru

(W) = N (|0) +2[1) - [2)) (®)

(XIII) Dopoctéte normalizaéni konstantu N tak, aby stav |¥) byl normalizovén na jednicku.
(XIV) Jaké je pravdépodobnost, Ze se systém nachédzi ve stavu |0), |1), |2) a v jiném stavu?
(XV) Jak4 je sttedni hodnota hamiltonidnu LHO ve stavu (8)7



Piiklad 3.: Céstice v potencidlové trojjameé

Ozna¢me |i), (i = 1,2, 3), stav ¢astice, kterd se nachdz{ v jdme i a mé energii Fy = 0. Déle predpoklddejme, ze

ti uvedené stavy jsou ortonormdlni, tj. (i|j) = &;;. Céstice se mize protunelovat z jedné jamy do druhé, coz

popiseme hamiltondnem (7 je redlnd konstanta)
H =7 (|1) (2] + 12) (1 + [1) (3] + [3) (1] + [2) (3] + 13) (2]) -

Déle zavedeme permutacni operator definovany

Pl =12),
P2)=3),
PI3)=11)

(XVI) Napiste operatory H a P v maticové reprezentaci v bazi stavii [1),]2) , |3).

(XVII) Ukazte, ze H a P spolu komutuji.
(XVIII, 2 b.) Ukazte, ze vlastn{ vektory operatoru P 1ze napsat ve tvaru

) 1
Ly=—72|021,
V=7

3

kde I; jsou tii t¥eti odmocniny jednicky, I; = /1.

(13)

(XIX) Ukaite, ze spektrum H sestévé z dvou hladin By = —7 a By = 27. Uvedte také degeneraci kazdé z

hladin. Ndpovéda: 2° — 3z — 2 = (z — 2)(x + 1)%

(XX, 2 b.) Uréete, jaké l; odpovidé kazdé z hladin Fy = —7 a Ey = 27. Ndpovéda: 1+1; +12 = 0 pro [; # 1.

(XXI) Uvazujme déle, ze se ¢dstice nachdzi ve stavu |1). Vyjddiete tento stav v bazi stavu |lo), |I1), |l2).



