
Zápočtová ṕısemka ÚDKM 19. 5. 2022 – řádný termı́n

Instrukce

Na vypracováńı této zápočtové ṕısemky máte 90 minut ve čvrtek 19. 5. 2022 v čase cvičeńı, 14:00 –
15:30. Do uplynut́ı tohoto časového limitu je potřeba odevzdat své řešeńı. Ned́ılnou součást́ı řešeńı je i postup.

V ṕısemce jsou tři př́ıklady s podúlohami značenými ř́ımskými č́ıslicemi. Každá podúloha je ohodnocena
1 bodem, neńı-li explicitně uvedeno jinak. Celkem je tedy možné źıskat až 25 bod̊u. Pro źıskáńı zápočtu je
nutné napsat tento test na alespoň 60 %, tj. źıskat alespoň 15 bod̊u. Část bod̊u potřebných pro zápočet lze
nahradit body za bonusové úlohy źıskané v pr̊uběhu semestru.

Při řešeńı testu plat́ı následuj́ıćı pravidla:

� Zápočtovou ṕısemku řešte zcela samostatně.

� Můžete použ́ıvat materiály a poznámky ze cvičeńı - pouze v tǐstěné podobě (!).

� Použ́ıváńı internetu je výslovně zakázáno.

� Kalkulačku můžete mı́t a použ́ıvat, ale nejsṕı̌s moc nápomocná nebude.

Zadáńı obsahuje 4 strany (instrukce a 3 př́ıklady), nezapomeňte otáčet listy paṕıru!

Hodně štěst́ı!
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Př́ıklad 1.: Moment hybnosti (7 b.)

Orbitálńı moment hybnosti
ˆ⃗
L je definován

L̂i = ϵijkx̂j p̂k , (1)

kde ϵijk je Levi-Civit̊uv symbol a x̂j a p̂k jsou operátory polohy a hybnosti splňuj́ıćı komutačńı relace

[x̂i, p̂j ] = iδij . (2)

(I) Spoč́ıtejte komutátory z-ové složky momentu hybnosti a operátoru souřadnice:[
L̂z, x̂

]
,

[
L̂z, ŷ

]
,

[
L̂z, ẑ

]
. (3)

(II) Spoč́ıtejte komutátory z-ové složky momentu hybnosti a hybnosti:[
L̂z, p̂x

]
,

[
L̂z, p̂y

]
,

[
L̂z, p̂z

]
. (4)

(III) Např. použit́ım výsledk̊u z (I) spočtěte komutátor[
L̂z, L̂x

]
. (5)

(IV, 2 b.) Dále spoč́ıtejte komutátory [
L̂z, r̂

2
]
, (6)[

L̂z, p̂
2
]
, (7)

kde r̂2 = x̂2 + ŷ2 + ẑ2 a p̂2 = p̂2x + p̂2y + p̂2z.

(V, 2 b.) Ukažte, že Hamiltonián

Ĥ =
p̂2

2m
+ V (r̂) (8)

(potenciál V (r) záviśı pouze na r) komutuje se všemi třemi složkami L̂i.
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Př́ıklad 2.: Vod́ıkové funkce (7 b.)

Předpokládejme, že atom vod́ıku se nacháźı v superpozici stacionárńıch stav̊u

⟨r⃗|ψnlm⟩ = ψnlm(r⃗) = Rnl(r)Ylm(θ, φ) (9)

(jako dř́ıve Rnl(r) jsou radiálńı vod́ıkové funkce a Ylm(θ, φ) jsou kulové funkce.)

|Ψ⟩ = 1√
14

(2 |ψ100⟩ − 3 |ψ200⟩+ |ψ322⟩) . (10)

(VI) Jaká je parita kulových funkćı Ylm(θ, φ)? (Tj. co se stane při záměně r⃗ → −r⃗.)
(VII) Je vlnová funkce (10) vlastńım stavem operátoru parity?

(VIII) Je vlnová funkce (10) normalizovaná?

(IX) Jaká je pravděpodobnost, že nalezneme systém ve stavu |ψ100⟩, ve stavu |ψ200⟩, ve stavu |ψ322⟩ a

v jiném stavu?

(X) Jaká je středńı hodnota energie (vod́ıkového hamiltoniánu Ĥ = p̂
2 -

1
r̂ ) ve stavu (10)?

(XI, 2 b.) A jaká je středńı hodnota operátor̊u L̂2 a L̂z ve stavu (10)?
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Př́ıklad 3.: 3D harmonický oscilátor v magnetickém poli (11 b.)

Uvažujme částici hmotnosti m a náboje q pohybuj́ıćı se v potenciálu trojrozměrného harmonického oscilátoru.

Hamiltonián popisuj́ıćı náš systém má tedy tvar

Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2 =
1

2

(
p̂2x + x̂2

)
+

1

2

(
p̂2y + ŷ2

)
+

1

2

(
p̂2z + ẑ2

)
, (11)

kde p̂i, x̂i jsou operátory hybnosti a souřadnice splňuj́ıćı komutačńı relace

[x̂i, p̂i] = i , i = x, y, z . (12)

Vzpomeňme si na cvičeńı, kde jsme zavedli anihilačńı â a kreačńı â† operátory.

(XII) Jak jsou tyto anihilačńı âi a kreačńı â†i operátory definované v řeči operátor̊u p̂i a x̂i?

(XIII) Jaké komutačńı relace splňuj́ı?

(XIV) Jak vypadá hamiltonián Ĥ vyjádřený pomoćı â†i , âi?

Přidáńı vněǰśıho magnetického pole lze popsat jako poruchu

Ĥp = − q

2m
BL̂x . (13)

(XV) Jak je definován moment hybnosti
ˆ⃗
L?

(XVI) Vyjádřete L̂x pomoćı anihilačńıch a kreačńıch operátor̊u â†i , âi. Mělo by vyj́ıt L̂x = i
(
â†zây − â†yâz

)
.

Použit́ım poruchové metody spočtěte rozštěpeńı prvńıho excitovaného stavu.

(XVII, 2 b.) Jaká je energie neporušeného systému a jaké stavy j́ı nálež́ı?

(XVIII) Použijeme poruchovou metodu pro degenerované nebo nedegenerované hladiny?

(XIX, 3 b.) Proveďte výpočet. Mělo by vyj́ıt E
(1)
1 = 0,±qB/2m.
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