Cviceni UDKM 17. 2. 2022 (1. cviceni)

Témata:

e opakovan{ linedrni algebry (viz tvodn{ kviz): ndsoben{ matic a vektoru, vlastnf ¢isla, vlastni vektory
e Diracuv formalismus: bra-ket notace, skalarni sou¢in, pravdépodobnost
e vypocet pravdépodovnosti: Hiickelova metoda, S-rozpad tritia

Diracuv formalismus

V kvantové mechanice fikdme, ze se systém nachdzi v néjakém stavu. Prostor vSech moznych stavu systému
nazyvame Hilbertovym prostorem H a kazdy stav je popsan vektorem z tohoto Hilbertova prostoru, ¥ € H.

Jak tento stav = vektor ¢ vyjadiime?
V kvantové mechanice se hojné pouziva Diracuv abstraktni zdpis vektoru, tzv. bra-ket znaéeni (z anglického
"bracket”, zdvorka). Stav ¢ € H zapiSeme takto abstraktné jako ket-vektor

¥) (1)
Skaldrni soucin dvou stavi ¢ a 1 zapiSeme (odtud nézev bra-ket)
(ol¥) (2)

pricemz (¢| je bra-vektor, tj. vektor hermitovsky sdruzeny ke ket-vektoru |¢).

Jaky je vyznam skaldrnfho soucinu (¢|¢), rce (2)7
Uvazujme, Ze nas systém se nachézi ve stavu |¢). Skaldrni soucin (¢[¢) pak odpovidd amplitudé pravdépodobnosti
(druhd mocnina absolutni hodnoty odpovidd pravdépodobnosti), ze systém nalezneme ve stavu |¢).
Uvazujme napiiklad dvouhladinovy systém, tj. systém se dvéma moznymi stavy: |1) a |2). Tyto dva stavy
jsou navzdjem kolmé, (1]2) = (2|1) = 0, a kazdy z nich je normalizovany na jednicku, (1|1) = (2|2) = 1. Obecny
stav tohoto systému vyjadiime jako superpozici (tj. linedrni kombinaci) téchto dvou (bdzovych) stavi

[¥) =c1[1) +c2]2) . (3)

Pravdépodobnost, ze systém najdeme ve stavu |1) je

Pr= |(1g)* = (1) (@l1) = e (1[1) - e (1]1) = |ea . (4)

(I) Jaké je pravdépodobnost, ze systém najdeme ve stavu |2)?

Jak ovSem pracujeme s témito abstraktnimi vektory v praxi?
P1i praktickych vypoctech pouzivame musime tyto vektory néjak vhodné vyjadrit, tj. musime pouzit néjakou
tzv. reprezentaci. Jelikoz na predndSce toto téma teprve piijde, zminime jen to potfebné pro dnesni (a nejblizsi)
cviceni.

Moznosti mame vicero. Asi (zddnlivé) nejblizsi vam bude tzv. z-reprezentace, kdy stavy |¢) vyjaddiime
jako funkce souradnice x

) = ¥ (x) (5)

(spréavné bychom méli psat (x|y) = ¢ (x), ale jelikoz toto je prvnf cviceni z kvantové mechaniky, muzeme si jisté
dovolit ponékud nepfesny zapis vyse) a skaldrni soucin je integral ptes cely prostor
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/ o) () dz (6)
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(zde to je napsané pro jeden rozmér, samoziejmeé lze uvazovat cely 3D prostor).

Avsak misto poéitani (¢asto dost osklivych) integralti muzeme alternativné pracovat jen s maticemi a vektory.
Tj. pouzijeme tzv. maticovou reprezentaci. Stav rozvineme do néjaké vhodné zvolené béze a pak pracujeme
jen s rozvojovymi koeficienty. Ukazme si to na piikladu vySe zminéného dvouhladinového systému. Systém m&
(prdvé) dvé mozné hladiny, tedy jako vhodné bazové stavy je dobré vzit tyto dvé hladiny, tj. baze je {|1),]2)}
(pozor na poradi bdzovych vektort, musime ho stdle uvazovat stejné). Stav |1) v této bézi zapiseme jako

= (o) @



a stav |2) jako

0
m=(7)- 5)
Obecny stav systému |¢) pak vyjadifme jako

) = 1 1) + e2[2) = e (é) e (?) - (2) (9)

(IT) Napiste, jak vyjddiime hermitovsky sdruzené vektory, tj. bra-vektory. Pfipomerime si, Ze hermitovské
sdruzeni znamena ”transpozice + komplexni sdruzeni”.

V kvantové mechanice se kromé stavi systému setkdvame s operdtory, které na stavy pusobi. V abstraktnim
Diracové zapisu operatory znacime stiiskou, tj. napf. S. Stejné jako stavy systému, i operdtory muzeme
vyjadiit v néjaké reprezentaci. V maticové reprezentaci nabyvaji tvaru matice, tj. napf. S v bézi stavi

{|1),]2)} zapiSeme
o Sll 512
§= <521 SQQ) : (10)

Toto vyjadieni ziskdme tak, ze operator S postupné zprojektujeme na jednotlivé bazové funkee Si; = (i S14),
tj.

S = (1S, S = (1] 912)
Sy = (2| 8]1), Sy =1(2/5]2). (11)

Pusobeni operdtoru na vektory se nam takto pfevede na jednoduchy kol z linearni algebry: ndasobeni matic
a vektoru. (IIT) Uvazujme trojhladinovy systém. Jak muzeme co nejjednodusseji zvolit bazové vektory a jak
obecné v této bazi bude vypadat néjaky operator S7

Hickelova metoda: Ethen

Jednou z obrovskych oblasti pouziti kvantové teorie je kvantova chemie, jejimz cilem je pocitat elektronovou
strukturu atomu a molekul (a dalsich struktur) a s ni spjaté veli¢iny jako napf. v prvni fadé (ionizaéni)
energie. Kvantové-chemickych metod je pomérné mnoho. My si zde ukdzeme tu (skoro) nejjednodussi, kterd
nam umoznuje vypocet elektronové struktury molekul s m-elektrony. V praxi se sice v dnesni pocitacové dobé
nepouziva snad vubec, ale 1ze ji pouzit jako dobry ilustracni piiklad.

Uvazujme ethen HoC = CHs — nejjednodussi molekulu obsahujici ndsobnou vazbu, a tedy m-elektrony.
Vazby mezi ¢tyfmi vodiky a dvéma uhliky zprostfedkovdva celkem 12 valenénich elektronu (z kazdého H jeden
a z kazdého C Sest). 10 z téchto elektronu vytvéareji jednoduché o-vazby. Zbylé dva elektrony v 2p, orbitalech
na uhlikdch vytvéreji jednu nasobnou m-vazbu. o a 7 vazby jsou diky rozdilné symetrii navzdjem ortogonalni.
Tudiz n4s hamiltonidn (v maticovém vyjadieni) sestdva z dvou bloku; kifzové maticové elementy jsou nulové.
Navic se ukazuje, ze o-vazby ”jen” tvoii skelet molekuly a ze nehraji roli pti optickych ¢i UV pirechodech. Za
elektronové prechody v této spektralni oblasti jsou zodpovédné m-elektrony. Postaci ndm tedy diagonalizovat
pouze m-elektronovy blok.

Tento ptiblizny m-elektronovy blok se v Hiickelové metodé zkonstruuje takto. Bezc¢asovou Schrodingerovu
rovnici (o nf teprve uslysite)

HIY)=E) (12)
budeme fesit v maticovém zépisu (fad je ddn poctem p, orbitali, tj. m-elektronu)
J

(IV) Jak toto vyjadreni dostaneme?
Hamiltonidn je v Hiickelové metodé definovan nasledujicimi pravidly

Hi; = o, (14)
H,;; = 8 uhliky spojeny m—vazbou, (15)
H;; =0 uhliky nespojeny m—vazbou, (16)

konstanty « a 3 jsou zaporné.



V naSem piipadé ethenu tedy fesime dvou rozmérny problém. Vlnovou funkci budeme hledat ve tvaru

[Y) =c1|1) +c2]2) , (17)

kde |1) je vlnové funkce 2p, orbitalu na prvnim uhliku a |2) je vlnovéd funkce 2p, orbitalu na druhém uhliku.
Schrédingerova rovnice v této bazi ma tvar

(o) ()-=(2) a
(V) Cemu odpovidaji a a 3?
I

(VI) Vyreste tento vlastni problém, tj. najdéte mozné energie F a odpovidajici vlnové funkce. Substituci
A = (o — E)/B se problém pievede na prehlednéjsi tvar

(3 3) (&)= (19)

Mélo by vyjit A = +1, a tedy
E+:OZ+B, Cl =C =

1
V2
1
E_=a-3, 01:702:5.
(VII) Cemu tyto dvé hladiny odpovidaji?
(VIII) Jaky je vyznam koeficientu ¢; a co?

VII
(IX) Cemu se rovnd celkovd m-elektronové energie?

f-rozpad tritia

Radioaktivni izotop vodiku ®H, tzv. tritium, je nestabilni a skrze B-rozpad se pfemériuje na hélium *He™. Tento
rozpad muzeme popsat rovnici

SH — SHet + e + i
dochézi k emisi elektronu e~ a elektronového antineutrina o,.

Predpokladejme, ze z pohledu obihajiciho elektronu v atomu vodiku predstavuje S-rozpad okamzitou zménu
systému. Néboj jadra se instantné zménf{ a vyzareny elektron (a antineutriuno) okamzité opousti atom s vysokou
rychlost{ (fddové keV) a s elektronem v elektronovém obalu vodiku (a posléze hélia) nikterak neinteraguje.

Pfedpoklzidejme déle, ze se atom tritia nachézel na pocatku v zakladnim stavu, tj elektron se nachézel na

cv vy

s jakou pravdepodobnostl ve stavu 2s a 2p?

(X) Jak spocteme pravdépodobnost, ze se systém nachéz{ v néjakém findlnim stavu |F'), byl-li na pocatku
ve stavu |I)? Jaké stavy predstavuji stavy |F) a |[I) v tomto piipadé?

Predpokladame, ze S-rozpad je okamzitou zménou systému, tj. Ze se odehraje na ¢asové Skdle mnohem
mensi nez jsou typické ¢asy atomovych procesu. To znamend, ze potencidlni ¢len v hamiltonidnu se velmi
rychle zmén{ z Coulombova potencidlu pro vodik (Z = 1) na Coulombuv potencidl pro héliovy ion (Z = 2) a ze
vlnové funkce popisujici nés systém — orbitujici elektron — se nestihne pfizpusobit novému potencidlu. Déle jesté
predpokladame, ze vzniknuvsi elektron okamzité opousti atom s vysokou rychlosti a s orbitujicim elektronem
nijak neinteraguje, tj. Ze vlnova funkce popisujici tento elektron zustane nepozménéna.

V atomovych vypocétech vodiku a vodiku podobnych systému pouzivame zpravidla piresné feSeni, tj. vodikové,
resp. vodiku-podobné (to znamens, ze pouzijeme skdlovéni pres ndboj jadra Z), funkce. Jejich obecny piedpis
je:

wnlm(’r? 07 ¢) = Rnl(r)yvlm(ea d)) =

kde Lilfll_l jsou zobecnéné Laguerrovy polynomy a Y, kulové funkce. Konstanta a, je definovina

27
22, (22 Yin0.0 (22)

n

h24meq

pe?

a, =



kde p zna¢i redukovanou hmotnost systému. Pro g = m, dostaneme Bohrav polomér ag.

(XI) Jakou hodnotu mé konstanta a, pro tritium 3H a pro héliovy ion He™? Meélo by vyijit ug ~ me. a
HHe = Me, tedy au ~ ao-

My se zde spokojime jen se tfemi nejniz$imi stavy. Jejich vlnové funkce jsem jiz vidéli na minulém (a
predminulém) cvicent:

broo(r,0,6) = 2 ( z ) e (0, 9). (24)
Yooo(r, 0, ) = 2 (2%> (1 _ 2%) ¢ % Yoo (0, ), (25)
oim(r,0,6) = (2%) < )e‘f# Yin(6,6). (26)

Potiebné kulové funkce maji tvar

Yo,0(0,¢) = (27)

5l
=1°°=1

Y1.0(0,9) = cos @, (28)

Y1 11( =T / sm Peti? (29)

Pro $H a 3He se tyto funkce (24) — (26) lis{ pouze v nabOJl jddra Z a v konstanté a, (kterd je vsak v obou
pifpadech pfiblizné rovna ag).

(XII) Jak vypada vlnové funkce pro zdkladni stav tritia?

(XIII) Jak vypadaji vlnové funkce pro zékladni stav, 2s stav a 2p stav héliového kationtu?

Dosazenim dostaneme pro zakladni stavy

1 1 _r
U1o0(r) = NG (%> e (30)
3

o 1 2\? _2

100(r) = N (“u) e (31)
sa, = Lm‘l’;go =~ ag.
Amphtuda pravdépodobnosti, Ze nalezneme elektron v zakladni stavu po S-rozpadu, vychézi
2m 1 ) % e
<¢100’¢100> = — | e we o T bln9d¢d9 dr =
A
2
= — ree o dr =
a’ /0

2— (oo}
= 3—;/ e " du =
0

wjw
-

=35
V tretim kroku jsme pouzili substituci v = 3r/a, a pak v poslednim kroku pouzili fooo e dx = an"—Jrl
Pro pravdépodobnost, ze vzniknuvsi ion §Het se nachdzi v zdkladnim stavu, dostaneme tedy

2
512

= ‘<¢100W’100>’ = @,

coz je = 70 %.

(XIV) Provedte vypocet pravdépodobnosti, Ze se elektron nachézi ve stavu 2s a 2p. Mélo by vyjit Pas = 25%
a ng = OL

(XV) Cemu odpovidaji zbyvajici procenta?

Povinné ulohy na pristé

1. (Ib) Ulohy (XIV) a (XV): Provedte vypocet pravdépodobnosti, ze se elektron nachazi ve stavu 2s a 2p.
Mélo by vyjit Pas = 25% a Ps, = 0. Cemu odpovidaji zbyvajici procenta?



Bonusova uloha

Pouzijte Hiickelovu metoda na benzen.



