Cviceni UDKM 28. 4. 2022 (11. cviceni)

Témata:

e atom vodiku: hamiltonian, hrubd struktura, presné feseni, pravdépodobnost vyskytu elektronu
e piiblizné feseni varia¢ni metodou

Atom vodiku

Atom vodiku je jeden z méla problému kvantové mechaniky, ktery dokdzeme vyftesit piesné (tj. ziskat analytické
feseni). Hamiltonidn atomu vodiku v pfirozenych jednotkach (A=c=¢9=1) je
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a = €2 /47 je tzv. konstanta jemné struktury, prejdeme do atomovych jednotek (h = e = m, = 1/4wgg = 1) a
na$ hamiltonidn nabude jednoduchého tvaru
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(I) Ukazte, ze hamiltonidn vodiku komutuje s L, a L2 Tyto tii operatory {f[ ,ﬁz,Lz} tvori tzv. tplnou
mnozinu komutujicich operatoru. Co to znamena?
Vyfesenim bezcasové Schrodingerovy rovnice

i |1/)n> =E, |7/}n> (6)

ziskdme energetické spektrum (tzv. hrubou strukturu)

coz muzeme také napsat jako

Py je radidlni hybnost definovana
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(energie v atomovych jednotkéch je v tzv. Hartree, (II) vyjaddrete energii v SI) a vlastni funkce (které muzeme
separovat na radidlni a ihlovou ¢dst)
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Radidlni ¢dst R,,;(r) muzeme vyjadrit pomoci tzv. pfidruzenych Laguerrovych polynomu (associated Laguerre

polynomials) a dhlovou ¢ast predstavuji Y., (9, ) kulové funkce. Pro nejnizsi hladiny (uvidite nejspis na
prednésce) dostaneme: pro radidlni funkee ((IIT) nakreslete si tyto funkce a jejich kvadréty)

Ryo(r) =2e7", (9)
Roo(r) = V2 (1 - g) e /2, (10)
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a pro kulové funkce
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(IV) Spoctéte pravdépodobnost pro zdkladni stav, ze najdeme elektron ve vzdalenosti do R = 0,5, R = 1,
R=2 R=3, R=4od jadra.

Vidime tedy, Ze presné feSeni atomu vodiku je imérné e~". V praxi vSak pti kvantové chemickych vypoctech
uprednostinujeme gaussovské funkce, tj. funkce tvaru

Ya(r) = expf"“"2 . (15)

(o je néjaky parametr.) Duvodem je vypocetni ndroénost. Soucin dvou gaussovskych funkei muzeme prevést
opét na gaussovskou funkci a odpovidajici integrdly jsou snadno spocitatelné (to je dulezité predevsim pfi
pocitani interakel mezi elektrony v molekule). S funkcemi typu (9) — (11) (v exponenciele je r v prvni mocning,
nikoliv v kvadratu) vsak takto snadno zachdzet nelze.
(V) Vykreslete si funkce 1, (r) =~ exp™" a ihp(r) = exp~" a porovnejte jejich chovén{ v okolf pocdtku a v
nekone¢nu.

V této tloze vezmeme gaussovskou funkci

W (r) = Nexp(—ar?) (16)

(N je normalizacni konstanta, « je parametr, r je radidlni soufadnice) a spocteme, jakou nejlepsi energii tato
funkce nam muze dat, tj. zoptimalizujeme parametr «.
(VI) Najdéte normaliza¢éni konstantu N. Mélo by vyjit N = (2a/7)
(VII) Zopakujte vypocet pravdépdobnosti vyskytu elektronu ve vzddlenosti od jadra, ale tentokrét s testovact
gaussovskou funkei (za « dosadte optimalizovanou hodnotu z konce pitkladu). Vysledky porovnejte s témi
presnymi z tkolu (IV).

Hamiltonidn (4) obsahuje kineticky a potencidlni ¢len. Energii, tj. stfedn{ hodnotu hamiltonidnu, spocteme
jakou soucet stfednich hodnot operatoru kinetické a potencidlni energie. Obé pfitom vyjadiime jako funkce
parametru «.
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(a) Kineticky ¢len (1(a)| T |1h(c)):
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Vzhledem ke sférické symetrii problému sta¢i uvazovat jen radidlni ¢ast Laplaceova operatoru, % + %%

(VIII) Spoctéte
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a tedy .
(W) T i) = 5. (19)

(b) Potencidlovy ¢len (¢ (a)|V |[¢(«)):
Vzhledem k tomu, Ze tento ¢len obsahuje pouze 1/r, vypodcet je pomérné pifmocary. (IX) Spoctéte

W(@)| V [(a)) = —4r /OOO r2e*a’”2%e*m2dr N (20)
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E(a)= 3704 - 2\/?. (21)
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Pro celkovou energii tedy ziskdme

vyraz pro energii zderivujeme podle «, derivaci polozime rovnu nule a vyfesime pro « (resp. /). (X) Naleznéte
a a odpovidajici energii. Mélo by vyjit
2v/2

Voo = —— . 22
W= 3w (22)
Pro energii pro ag tedy ziskdame
4
E(w) = 3. Ha =~ —0.4244 Ha . (23)
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nebot Vysledek by lo vylepsit napifklad tim, Ze nagi vlnovou funkei budeme uvazovat jako linedrni kombinaci
nékolika gaussovsky funkci (jak je béznou praxi).

(XI) Jakd je pfesnd (nerelativistickd) hodnota energie pro zdkladni stav vodiku? Zde ziskand hodnota pro
energii se nachdzi nad tou skute¢nou. Jak to souvisi s tzv. variaéni metodou? Doctete se o ni napt. v knize
doc. Zamastila v kap. 2 (nebo kdekoliv na internetu) a jejim principem je vhodna parametrizace vlnové funkce
a naslednd optimalizace téchto parametri.

Atom helia

Staci pridat jeden elektron a posunout se od atomu vodiku k atomu helia a ziskdme problém, ktery uz nelze
Fesit presné (analyticky). Otédzkou je, jakou vinovou funkci uvazovat (tj. v jakém tvaru) a jak spréavné popsat
interakci dvou elektronti mezi sebou.

Hamiltonidan atomu hélia je

S (F2), 1
H_Z(2 fi>+f12’ (24)
suma bézi pfes prvni a druhy elektron. Vyraz v zavorce popisuje kinetickou energii elektronu a potencidlni
energii vzhledem k jadru, které jsou stejné pro prvni a druhy elektron. Posledni ¢len pak slouzi pro popis
interakce mezi elektrony a r19 = |7] — 7|

V tomto ptikladé budeme uvazovat vinovou funkci zékladniho stavu atomu hélia jako souc¢in vlnovych funkei
pro prvni a druhy elektron, pro které vezmeme normalizované vlnové funkce zakladniho stavu atomu vodiku,
tj.
ZIB —Z'r
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Celkova vinova funkce ma tedy tvar

Z/3 ’
W (71, 73) = U (P, (7) = e 7 ), (26)

kde Z' je parametr pro optimalizaci. (XII) Ovéfte, ze vinové funkee (26) je opravdu normalizovand.
Nejprve se podivame na jednoelektronové ¢leny - na vypocet stiedni hodnoty kinetické energie elektronu a
potencidln{ energie vzhledem k jadru. (XIIT) Musime tedy spocitat integrély:

(U(7, )| Ty [W(71, 7)) = <\1’(F1,f'2)| & [W(71,72)) =

= <¢1s(F1)| [P15(71)) (Y15 (72)[P15(72)) = -+ - = 52'2 (27)
(W(Fy, )| V[ (71, 7)) = (7, 7)) % |W(71,72)) =
= (Y1s(11)] = — |1/11s( 1)) (1s(72) [th1s(P2)) = -+ - = =27 (28)

a podobné pro druhy elektron. Stfedni hodnota kinetické a potencidlni energie (obou dvou elektronti) je tedy

Witen [Z’] =77 47" (29)
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We-olZ') = (W5, )] | — | W (7, 7))

= / / d3r1d Py, (30)
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kde p je hustota néboje

p(F) =
(XIV) Ukazte, jak prejdeme od prvniho integralu (s bra—ket vektory) k integrélu s hustotou. Energii (30)
spocitdame tak, ze nejprve najdeme intenzitu elektrického pole daného ndbojovou hustotou (31). Tu nésledné
zintegrujeme a ziskdme odpovidajici elektrostaticky potencidl ¢(7). Energii pak spoéteme pomoci

W, 2] =+ / o(7)p(F) BB . (32)

(31)
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Pro elektrickou intenzitu & plati
V-€= 4drtp,

coz, s uvazenim sférické symetrie, lze napsat jako

1d
r2 dr

(r*&(r)) = 4mp(r).

(XV) Rovnici vyfeste pro € (ziskdme tak Gaussiv zdkon elektrostatiky) a pak dosadte £(r) = —i—f a najdéte
o(r). Méli byste ziskat

* dr T2
@m=4¢/ 4;/ P2 p(r)drs
r T2 0

(XVI) Déle pouzijte substituci
1 T
£ =5 a) = [ riptra)an,
0
a integrujte per partes. Méli byste ziskat

1 /7 o0
p(r) = 47r; / r%p(rl)drl + 47r/ rop(ra)drs .
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Dosazenim vysledku do (32) pak dostaneme

We_.[Z'] =2m /OO r’p(r)e(r)dr = 27 <\/§WZ/3> 47 x

0
[e%s} , 1 r ’ > 4
x/ drr2e2%'m (r/ r2e 22 mdr +/ rie 24 ”dﬁ) : (33)
0 0 r

Vypoétenim integralii ziskdme pro vyraz ve slozené zavorce 5/(272'%). (XVII) Spocitejte integrdly v zavorce.
Vyraz pro interakci elektronti ndm tedy davé

5
Wee=-2". (34)
8
Celkové tak ziskdme
W(Z'| = 2" - 47"+ gz' : (35)
(XVIII) Optimalizaci parametru Z’ (viz prvni tloha) ziskdme Z; ; ~ 1.69 a odhad pro energii

Wiz

opt

]=-2.85

zatimco Z' = 2 davd —2.75. To, ze pro Z' = 1.69 ziskdme nizs{ energii nez pro skutecny naboj jadra Z = 2
souvisi s tim, ze elektrony si navzdjem ¢astecné stini jadro, a tedy kazdy z nich vidi jen jakysi nizsi efektivni
néboj. Pfesnd (nerelativistickd) energie hélia je -2.9037.

Povinné ulohy na priste

1. (1,5 b.) Uvazujme linedrni harmonicky oscilator

_p L s
H—2m+2mwx . (36)
a testovaci funkci ve tvaru
Y(z) = Nexp (—A\?*2?/2) , (37)

kde N je normaliza¢ni konstanta a A € R je néjaky parametr. Najdéte energii zdkladniho stavu (tj. jako

v predchozich dvou tlohach vyjadiete energii jako funkci A a nésledné tuto energii optimalizujte vzhledem
k)
Kontrolni vysledek:

Bt (38)



Bonusova uloha:

Uvazujme znovu atom hélia
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Spoctéte jeho energii zdkladniho stavu pouzitim poruchové metody (jen do prvniho fddu). Jako neporuseny
hamiltonidn vezméte hamiltonidn pro dva neinteragujici elektrony, tj.

£ (E-2)

H = - 41
! 12 (41)
Meélo by vam vyjit
E(()O) - _47 (42)
5
By =1, (43)

tj. Eg ~ —2,75 Ha.



