Cviceni UDKM 5. 5. 2022 (12. cviceni)

Témata:

e operator hustoty, matice hustoty
e interakce atomu a EM pole

Operator hustoty

Dosud jsme pro popis systému pouzivali vinovou funkeci. Nékdy je vSak vyhodné, ¢i dokonce nutné, misto vinové
funkce popsat systém tzv. operatorem hustoty. Operdtor hustoty je definovany

p= Zpi i) (il (1)

kde p; je pravdépodobnost, Ze se systém nachdzi ve stavu |¢;), a plati ), p; = 1. Pokud se systém nachazi v
jednom konkrétnim stavu ¢, ), je odpovidajici p, = 1 a vSechna ostatni p; = 0 (i # a), a fikdme, Ze se systém
nachdzi v ¢istém stavu. Obecné se ale systém muze nachézet v superpozici nékolika stavii, mluvime pak o tzv.
smiseném stavu.

Operator hustoty p zpravidla vyjadiujeme jako matici hustoty, tj. projektujeme ho na néjakou bézi.
Naptiklad muzeme mit systém atom + EM pole, kde predpokladdame, ze atom muzeme popsat dvéma hladinami
[1) a |2). V této bdzi ma matice hustoty tvar

P11 P12
P= (P21 P22) ’ @)

kde p;; = (1| p|4). p11 a pa2 maji vyznam populaci - jak je prvni, resp. druhy, stav obsazeny. Mimodiagonalni
¢cleny p12 a p21 popisuji interakei mezi prvnf a druhou hladinou (pfes EM pole) a ik se jim koherence.
Stiedni hodnoty operatoru poc¢itdme pomoci stopy matice

(4) =1 (54) g

Pro popis ¢asového vyvoje operdtoru hustoty se pouzivd tzv. Liouvilleova rovnice (Fidici rovnice, angl.

master eugation)
= }:j\[ D . 4
3 = i 7] )

Atom sprazeny s EM polem

Predstavme si atom jako dvouhladinovy systém: zdkladni stav |g) s energii E, a excitovany stav |e) s energii
E.. Déle uvazujme elektromagnetické pole s takovou frekvenci w, ze fiw odpovidé rozdilu téchto dvou hladin
atomu, F. — E; = hw, viz obrazek. Za bazové stavy pole uvazujeme stavy s n fotony, tj. |n). Béze celého
systému tak sestdvéd obecné ze stavu |g) ® |n) a |e) ® |n). Poznamenejme, ze kazdy ze stavi typu |e) ® [n) méa
stejnou energii jako stav typu |g) ® |n + 1).

Nic nezakazuje, aby systém pfipraveny ve stavu |e) ® |n) se vyvijel v ¢ase jako linedrni kombinace stavi

Y1) = ale) ®n) +dlg) @ n+1) (5)

kde koeficienty « a § jsou nezavislé na n.
(I) O jaky fyzikdlni proces by se mohlo jednat?
Uvazujme, ze atom byl na poc¢atku ve stavu

[a(t=0)) = le) (6)
a elektromagnetické pole bylo ve stavu popsaném
[WEm(t=0)) = J5(p) +Ip—1)) - (7)

(IT) V jakém stavu se obecné bude nachézet systém v Case ¢7

Pro popis celého systému tedy budeme mit bazi sestdvajici z dvou atomovych stavu |g) a |e) a ze ti{ stavi
pole [p— 1), |p) a |p+1). (Spojku ”a” zde ¢teté jako tenzorovy soucin.)

(IIT) Napiste téchto 6 bazovych stavu.



(IV) Napiste matici hustoty (tj. operdtor hustoty p v maticové reprezentaci), celkového systému v bazi Sesti
stavu z (III). Mélo by vyjit

ac® aa® 0 0 «ab* of*

ac® aa® 0 0 «ad* of*

1 0 0 0 0 O 0
P31 0 o 00 0o o | (8)

a6 a*d 0 0 66* 66*

a*d a*f 0 0 66* 66F

kde pofadi bazovych stavii je [e) [p — 1), |e) [p), le) [p+ 1), [9) [p = 1), [9) Ip), l9) [p + 1)
Jelikoz se zajimame o vyvoj atomu v ¢ase, muzeme piescitat pres stavy EM pole. Ziskdme tak tzv. reduko-
vanou matici hustoty.

Walploa) = (a,vparil pla vear) - 9)
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(V) Napiste v bézi stavu |g) a |e) redukovanou matici hustoty popisujici stav atomu vyvijejici se v case.
Meélo by vyjit

ao*  Las*
e 2 . 1
a0 = (£ ) (10)
(VI) Jedn se o matici hustoty ¢istého stavu? To pozname tak, ze spocteme Trp?. Pro éisty stav plati Trp? = 1.
Oznatme H 4 hamiltonidn systému s dvéma izolovanymi hladinami |e), |g) ve vzdélenosti fiw, tj. hamiltonidn

popisujici pouze nas atom (a nikoliv EM pole a interakei s nim). Umistime-li nulovou energetickou hladinu do
(aritmetického) sttedu téchto dvou hladin, H4 mé v bézi stavu |e) , |g) tvar

- Lhw 0
— (2
Ha < 0 —%Flm) ’ (11)

Na pocatku se atom nachéazel v excitovaném stavu, tj.
1 0

(VI) Jakd energie odpovidd tomuto poc¢dteénimu stavu? Tj. spoctéte < Hy>=Tr (paHa).
Koncovy stav atomu v Case t je popsan matici (10). (VII) Jaka je odpovidajici energie, tj. Tr(paHa)?
Muzeme tedy pro popis vyvoje stavu atomu pouZzit ¢asové nezavisly hamiltonian H 4, anebo ne?

Povinné ulohy na pristé
1. (1 b.) Dokazte rovnici (3), tj. ze stfedni hodnotu operédtoru A spoéteme pomoci stopy matice Tr (ﬁfl)

2. (1 b.) Ukazte, 7e pro &isty stav plati Trp? = 1.

Bonusova uloha

Tentokrat neni.



