Cviceni UDKM 24. 2. 2022 (2. cviceni)

Témata:

e Sternovy-Gerlachovy experimenty: vyjadfeni operdtoru spinu, vypocet pravdépodobnosti
e komutatory I: slozky a druhd mocnina operatoru spinu

Sternovy-Gerlachovy experimenty

Na pfedndsce nejspis uslysito o Sternovych-Gerlachovych experimentech (prozatim se o nich muzete docist
napf. v knize doc. Zamastila), které nam ukazuji, ze moment hybnosti je kvantovan. Pfi SG experimentech
posleme svazek ¢dstic (napf. elektront) do silného nehomogenniho magnetického pole (napi. ve sméru osy z)
a pozorujeme, 7Ze se svazek rozdélil na nékolik jasné danych svazku. Tedy projekce momentu hybnosti v daném
sméru mohou nabyvat jen urcitych diskrétnich hodnot.

Pro jednoduchost uvazujme nejprve elektrony. Elektron je ¢dstice se spinem (momentem hybnosti) s = 1/2.
Existuj{ dvé mozné projekce spinu 1/2 do libovolného sméru, —1/2 a +1/2. Konvenéné volime smér podél osy z,
ale nic ndm nebrani zvolit jinou osu. Ve SG experimentu se tedy svazek elektronu prochazejici nehomogennim
magnetickym polem (ve sméru osy z) rozdéli na dva svazky: jeden s projekei spinu podél osy z s, = +1/2 a

jeden s projekei spinu podél osy z s, = —1/2. Ty to dva stavy muZeme oznacit
[+2) =ls=1/2,5. = +1/2) (1)
|—2)=1|s=1/2,s, = —1/2) . (2)

Tyto dva stavy, dané projeke{ spinu ve sméru osy z, tvoif bazi {|4z2),|—z)}, kterou pouzijeme v ndsledujicich
vypoctech. Tyto dva stavy jsou na sebe navzdjem kolmé (+z|Fz) = 0 a kazdy z nich je normovany na jednicku
(£z]£z) = 1. Zjednodusené zapséno (i|j) = d0;;, kde 4,5 = +z, —=z.

Stavy (1) a (2) v této bazi zapiSeme

+a=(p).  Fa=(3)- 3)

Vsimnéme si, ze béaze {|+z),|—2)} je aplnd (tj. pro rozklad jednicky plati):

42) (2] + [—2) (—2] = (é) (1 0)+ (?) (0 1)= (é ‘1)) ~1. (4)

(I) Také snadno ovéiime, ze bdzové stavy jsou na sebe kolmé.
Obecny stav |1)) zapiSeme v této bazi

) = cp [42) + e |—2) = ey @ +e (2) _ (i) . (5)

Uvazujme nyni spinovy operator .S

=

S = (S’m Sy, S'Z) = S,n, + S'yny +S.n, . (6)

7l = (Ng, Ny, n,) je jednotkovy smérovy vektor. Tento operator (tedy jeho i-td slozka, i = x,y, z) pusobi na stav
|1}, ¢imZ tento stav prevede na stav |¢). Abstraktné toto pusobeni zapiSeme

Si [b) = |9) (7)
Oba tyto stavy [¢), |¢) mizeme vyjadFit v nasi bézi, viz rce (5). Pro operdtor S; tak dostaneme maticové
vyjadieni
5 +2| S [+2)  (+2]S; —z>>
S; = { . 8
(R )

(IT) Jak by obecné vypadalo vyjadfeni operdtoru S; v bézi stavi {|4+z),|—x)}? Tyto stavy jsou dény projekci
spinu podél osy x.

Pisobenim spinového operdtoru S, na stavy |+z) = |s. = +1/2) a |—2z) = |s, = —1/2) chceme ziskat
odpovidajici projekce spinu (tak je spinovy operdtor definovan). Tedy



Operétor S, mé tedy podobu

(III) Ovéite, ze opravdu plati (9) a (10).

Jak vypadaji operétory S, a S, v bazi {|+z),|-2)}?
(Pozor, S, a S, chceme vyjadiit v bazi {|+2),|—2)}, nikoliv v bézi {|+z),|—z)}, resp. {|+v),|—y)}?, kde
by odpovidajici operdtory byly diagondlni.) V kvantové mechanice ¢asto pracujeme s tzv. snizovacimi a
zvySovacimi operatory S (anglicky ladder operators), misto piimo operdtoru S, a S“y ZvySovaci operator
je definovén (zcela obecné pro libovolny moment hybnosti, ne jen pro s = 1/2; toto je dobré si pamatovat, jesté
se s tim jisté nékolikrdt setkdme)

S, =8, +1iS, (12)
a snizovaci operator je dan . A .
S_=5,—-1i5y. (13)
Pro jejich pusoben{ na obecny stav |I,m) plat{
Sell,m)=I(1+1)—m(m=1)|[l,m+1). (14)
l zde zna¢i moment hybnosti a m zde znaci jeho projekci, pricemz m = —I, -l + 1,...,+l — 1,4+I. Napf. pro
moment hybnosti [ = 1 mdme t¥i projekce m = —1,0,+1. Pro nés pripad elektronu se spinem 1/2 dostaneme
( (IV) oveéite)
S |Fz) = |£2) (15)
Si|+2)=0. (16)

Tedy nizsi stav zvysime ¢i vyssi stav snizime o jedna (prvni rovnice) a maximdlni (krajni) stavy uz nelze
posunout dél (druhd rovnice), ¢ili dostaneme nulu. V bazi {|+z),|—z)} tedy tyto dva operdtor Sy maji tvar

5 (0 1 5 (0 0
s s (). -
7 rovnic (12) a (13) tedy dostaneme vyjadieni operdtoru S,:

5. =56.+50=3 (1 o) (15)

Vyfenim vlastnfho problému S, |+2) = X |+z) pak dostaneme stavy |+z) vyjadiené v bézi {|+2) ,|—2)}. Tedy:
Obecné stav |+x) vyjddifme v bazi jako

|z) =al|+2z) +b]—2) . (19)

066

(V) Vytesenim dostaneme dvé moznd vlastni ¢isla: A = £1/2. Prvnimu A = +1/2 odpovidd vlastni vektor
(pozadujeme, aby byl normalizovany na jednicku)

+a) =5 (1) (21)

Vlastni problém pak vypada

a druhému A = —1/2 odpovida vlastn{ vektor

—a) = % (_11) . (22)

(VI) A zcela podobné ziskdme vyjadieni operatoru S, a jeho vlastni stavy v bézi {|+2),|—2)}.

A na zavér si spoc¢teme par pravdépodobnosti ve Sternovych-Gerlachovych experimentech. Uvazujme, Ze
méme svazek elektront ve stavu |[+z). S jakou pravdépodobnosti budeme detekovat stav |[+z)? Tj. tento svazek
projde magnetickym polem ve sméru osy x, rozdéli se na dva, |+x) a |—x), a my detekujeme |+z).



Amplituda pravdépodobnost je ddna jako skaldrni sou¢in bra="co chceme detekovat” (zde (+z|) a ket="stav
systému” (zde |+2))

A= (+z|+2) = % (1 1) (é) = % (23)

Pravdépodobnost je pak dand druhou mocninou absolutni hodnoty amplitudy pravdépodobnosti, t;j.

Prve=75- (24)
(VII) Podobné ziskdme
1
P+z,—x =35 (25)
2
Vidime tedy, ze pravdépodobnost se opravdu zachovava - muzeme naméfit dvé moznosti, nic vic; ¢ili Py, 4, +

P, _.=1
Nyni uvazujme piipad, kdy svazek ve stavu |+2z) projde SG zafizanim ve sméru osy z a dile nechdme
pokracovat jen svazek ve stavu |+z) a detekujeme opét v |+z). Pro amplitudu pravdépodobnosti dostaneme

A= (+2l4a) (+al+2) = (1 0) % G) % (1 1) @ -1 (26)

¢ili pro pravdépodobnost P, 4+, 1, = 1/4. Rozbor dalsich pfikladi najdete napf. v knize doc. Zamastila.
(VIII) Spoctéte dale pravdépodobnosti P, 45—z, P, 5o, P 4a_», Po4p .. Co o jednotlivych
vysledcich a experimentech muzete fici?

Sternovy-Gerlachovy experimenty II:
Projekce spinu 1/2 do libovolného sméru

V minulém piikladu jsme se vénovali SG experimentum a pocitali pravdépodobnosti namétreni projekce spinu
+1/2 podél souradnicovych os. Samoziejmé viak nejsme limitovani jen na tyto tfi sméry - muzeme se ptat na
projekci spinu do obecné sméru.

Zopakujme si, ze operator spinu je vektorovy operator

S =(S.,5,,5.) (27)

a v bézi stavu {|+2),|—z)} ho muzeme vyjadrit

=300 0) 6 ) @

Poznamenejme, ze tyto tii matice (bez toho faktoru 1/2) se nazyvaji Pauliho maticemi a standardné se znad{
Oz, Oy & 0.
Déle si pfipomenme, Ze smér v prostoru je ddn jednotkovym smérovym vektorem 7 ( (I) zopakujte si sférické
soufadnice)
= (Mg, Ny, Nz) . (29)

Jeho slozky jsou dany
ng, = sinf cos g
ny, = sinfsin ¢

n, = cosf.

(IT) Ukazte, ze smérovy vektor je opravdu jednotkovy, tj. jeho norma (velikost) je jedna. Projekci spinu do
libovolného sméru pak ziskame jako skalarni souc¢in vektorového operdtoru spinu a smérového vektoru:

S, =51, (30)
¢ili ( (III) ukazte mezikroky)
N 1/ cosf® sinfe
Sn = 2 (sin fe'  —cosf ) (31)



Pravdépodobnost, s jakou naméfime projekci spinu +1/2 do libovolného smeéru, nachézel-li se systém na
pocétku ve stavu |+2z), spocteme (viz minulé cviceni)

2
Pyn = |(+n]+2)] (32)
a analogicky pro projekci —1/2. Potiebujeme tedy nalézt vlastni vektory operdtor S,, nélezici vlastnim &slim

+1/2. (IV) Ovéite, ze vlastni &fsla operdtoru S, jsou +1/2.
Pro vlastni ¢islo Ay = +1/2 tedy mame:

S, |4n) = % [+n) , (33)

1/ cosf sinfe T 1 (x
2 (sin fe'  —cosf ) (y) T2 (y) ) (3

Tyto dvé rovnice, které jsou vsak na sobé zavislé ( (V) vyjddiete jednu z druhé), doplnime pozadavkem nor-
malizace

cili

(+n|+n)=1 = |z’ +|y*=1. (35)

Z napft. prvni rovnice si vyjadiime vztah mezi = a y

. i —ip
cosfx +sinfe Py =z = r_ sinfe* . (36)
y 1—cosf

Dosadfme do pozadavku normalizace (35) ( (VI) provedte ) a dostaneme normalizovany vlastni vektor nalezfci
vlastnimu ¢islu 1/2

— 1 sinfe=\ (e \/(1+cos)/2\ (e ¥ cos(6/2) (37)
! 2(1 — cos @) \1—cost (1 —cosh)/2 sin(6/2) '
Pro pravdépodobnost, ze naméifme projekei spinu +1/2 do libovolné sméru, nachdzel-li se systém na pocatku

ve stavu |42z), dostaneme
2
0
— 2 Z
= cos <2) . (38)

Jak muzeme (alespon ¢dsteéné) ovéfit spravnost naseho vypoctu? Napt. 6 = 0 (fazi ¢ polozime rovnu nule)
odpovidd projekei spinu 1/2 podél osy z, tj. méli bychom ziskat jednotkovou pravdépodobnost,

v = (Zj’ﬁgg) = (3) . Piy=cos?(0)=1. (39)

Pin = |[(+nl+2)]" =

(¢ cos(6/2) sin(6/2)) (é)

Komutatory I: Slozky spinového operatoru

V kvantové teorie se denné setkdvame s tzv. komutatory. Komutdtor dvou operatoru AaB je definovan
(tohle je opravdu nutné si pamatovat)
[A,B] = AB — BA. (40)

(Povsimnéme si analogie k Poissonovym zdvorkdm, se kterymi jsme se setkali v teoretické mechanice.) Co ndm
komutétor ika? Je potteba si ddvat pozor, jaké operatory muzeme prohodit (tj. jejich komutétor je nula) a jaké
ne (tj. komutdtor je nenulovy). M4 to n&jaky fyzikdlni vyznam? Ano. Pokud spolu dva operdtory nekomutuji,
nemuzeme odpovidajici fyzikaln{ veli¢iny naméfit soucasné.

Pii prechodu od klasické ke kvantové mechanice pouzivame tzv. proceduru kanonického kvantovéni (o ni
teprve uslysite). Pfi této procedufe viechny operdtory ostiiskujeme a zavedeme kanonickou komutaé¢ni relaci

[Z:,P;] = 16;5 . (41)

Tento vztah nam ik, Ze stejné slozky souradnice a hybnosti spolu nekomutuji. Cili, jak kazdy jisté uz nékde
slysel, polohu a hybnost nemuzeme naméfit soucasné s neomezenou piesnosti.



Podobné je tomu u jednotlivych slozek operatoru spinu S Slozky spolu nekomutuji; proto vzdy méfime pro-
jekci spinu jen v jednom sméru a toto méfeni zni¢i znalost o orientaci spinu v jiném sméru ziskanou predchozim
méfenim. Tyto komutatory se tedko spoc¢itame. Pro komutator z-ové a y-ové slozky dostaneme

ss=[3(0 0)5(% 7))

SEHE DL 0 Y-
26016 Y-

B %Z <(1) —01> -

=iS.. (42)

Podobné pro zbylé dva komutatory dostaneme ( (I) ovéite)

Tyto tii komutdtory muzeme zapsat elegantné (tento vztah se hod{ si pamatovat)
[SZ', SJ] = iEiijk . (45)

Zatimco jednotlivé slozky spinového operatoru spolu nekomutuji, komutuje kazda s druhou mocninou spinového
operatoru S2. Muzeme tedy naméfit soucané velikost spinu a jeho projekci do (pravé) jednoho sméru. Proto
muzeme mluvit o ¢astici se spinem 1/2 (tj. velikost spinu) a projekcemi +1/2 do sméru osy z. Druhd mocnina
operatoru spinu je ddna:

jan A A~ A~ A~

$?=8-8=(5.9,.5.) (5:,5,,8.) = 82 + 82 + 52. (46)

Pro vypocet komutétoru [$2, S.] ndm prijde vhod védét, ze (pamatujte si)
[A+B,C] = [A,C]+[B,C], (47)
[AB,C] = A[B,C] + [A,C)B. (48)

(IT) Dokazte tento vztah (48). Pro komutétor [$2,S.] tak ziskame

(II1) Podobné spocteme komutétory pro zbyvajici slozky S, a S‘y

Povinné ulohy na pristée
1. (1 b.) Vyjadfete operator S, a jeho vlastni stavy v bazi {|+2z),|—2)}.

2. (1 b.) Spoctéte pravdépodobnosti Py, —y 1z, Pysta -z Pyota—s, Pis 4y 4y £ znamend, ze nechdme
projit oba svazky.

Bonusova uloha

Zopakujte vyse popsany postup (najdéte vyjadienf operdtori S.aS,a jejich vlastni stavy) pro ¢astici se spinem
s = 1. Zde méme tii mozné projekce spinu: s, = —1,0,1. Za béazi tedy zvolte tyto tii mozné projekce podél osy
2, tj~ |+Z>a ‘OZ> a |7Z> Sp()ététe pravdépodobnosti P+z,0:m P+z,+ma P—i—z,—za POz,+aca POz,Ozv POz,—za P+z,+ac,—za
P+z,:|:z,fz; P+z,(:i:,0)x,—zv P+z,(:|:,0)m,+z-



