Cviceni UDKM 3. 3. 2022 (3. cviceni)

Témata:

e sklddédni dvou spinu 1/2
e sklddan{ momentu hybnosti { =1a s=1/2
e direktni (tenzorovy) soucin, pusobeni operdtoru na slozeny stav

Skladani dvou spint 1/2

Pti prvnim, hrubém, pohledu na spektrum néjakého atomu, feknéme vodiku pro jednoduchost, vidime spektralni
¢ary dané prechody mezi hladiny s energif 1/2n2, n = 1,2,3,.... (Jak odvodit tento vysledek - tj. vyfesit
Schrodingerovu rovnici pro vodik - uvidite pozdéji béhem semestru.) Mluvime o tzv. hrubé struktufe. Pfi
druhém, blizsim, pohledu si vSak muzeme vSimnout, Zze jednotlivé spektrdlni ¢ary jsou ve skutecnosti multi-
plety, tj. Ze energetické hladiny hrubé struktury jsou mirné rozstépené. Jednd se o tzv. jemnou strukturu, ktera
je zpusobena interakei orbitdlnitho momentu hybnosti a spinu elektronu. A pfi jesté blizsim pohledu muzeme
pozorovat jesté dalsi stépeni. Jednd se o tzv. hyperjemnou strukturu, ke které vede slozeni spinu jadra a
spinu elektronu. Odborné o téchto interakcich spini a orbitdlnich momentti hybnosti mluvime jako o skladani
momentu hybnosti a jednd se o velmi dulezitou kapitolou v kvantové mechanice. My se zde - jelikoz toto je pro
mnohé vibec prvni sezndmeni s kvantovym popisem svéta - podivame na ten nejjednodussi pripad: skldadani
dvou spinu 1/2 (napf. stavi dvou elektronu).

Nejprve uvazujme jednu ¢dstici se spinem s = 1/2 (napf. jeden elektron). Z dvodnich hodin vime, Ze spin
1/2 m4 dvé mozné projekce ms = +1/2. Uvazujme biino projekce ve sméru osy z a odpovidajici stavy oznacime
[s=1/2,m, = +1/2> [ty als=1/2,m, =—1/2) = |]). Matematicky Feceno, tyto dva stavy jsou vlastnimi
stavy operdtorii $2 a S, s vlastnimi hodnotami s = 1/2 a m, = £1/2:

S? ls,ms) =s(s+1)|s,ms) , S, |s,ms) = mg|s,mg) , (1)

tedy
#m-3(z+1)m.  Sm=+zh. @
2u=z(3+1 )W, SW=-3. 3)

Nyn{ uvazujme systém skldddjici se ze dvou ¢dstic se spinem 1/2. Kazdd z téchto ¢dsti se muze nachdzet
ve stavu |1) nebo |]), takZze cely systém se muZze nachdzet v jednom ze CtyP stavu (resp. jejich linedrnich
kombinacich):

[Ty =1M1 M2 (4)
TN =1M 2 (5)
D =11 (6)
) =111 ) - (7)

Pro popis celkového stavu je tedy vyhodné zavést operator celkové spinu jako soucet jednocasticovych operatoru
spinu

S=58+8,= (8)
=Sebh+lies. (9)

Kazdy z téchto jednocasticovych operdtoru spinu vsak pusobi jen v daném prostoru stavu, tj. 5_”1 pusobi jen
na stav prvni Castice a S, jen na stav té druhé. Matematicky spravné (druhy fadek) se to vyjadii pomoct
tenzoroveho souc¢inu a jednotkového operdtoru (jednotkovy operator nechd dany stav tak, jak je). Tenzorovy

soucin 51 ® 1y tedy znamens, 7e na prvni ¢éstici pisobi operator S, a na druhou jednotkovy operdtor 15 a
podobné pro druhy ¢len. V praxi se vSak ¢asto pouziva (i kdyz ponékud matematicky nepfesny) zapis bez
jednotkovych operatoru (prvni fadek).



Pro operéator S’z = S’lz ® 12 + 11 ® S’gz tedy dostaneme:

Sz |TT> = S'lz ‘T>1 & i2 |T>2 + i1 |T>1 29 S'2.2 ‘T>2 = (10)
1 1

= §|T>1®|T>2+|T>1®§|T>2: (11)

=11 ® [Ny =111 . (12)

Vidime tedy, ze stav [11) = |1), |1), je vlastnim stavem operatoru S, s vlastnim éislem 1. (I) Provedte podobny
vypocet pro zbylé tii stavy (5) - (7). Mélo by vdm vyjit

Sy =0[1) , (13)
S =0[41), (14)
S 1) = —114) - (15)

Pti zavadéni operatoru celkového spinu S2 musfime byt o néco opatrnéjsi
. 2, & 2 . 5o .
52=(sl+52) = 52428, .9, + 52, (16)

kde jsme pro jednoduchost vypustili jednotkové operatory. Pusobeni operatoru 5'12 a S% na stavy |1) a |}) zndme.

Nevime vsak, jak pusobi S - S5. Pro souéin dvou vektorovych operatoru A a B obecné plati

kde Ar = Ay +iA; a podobné pro B. (II) Dokaizte tuto rovnost (dosazenim).
Ziskame tedy

S§? = 5112 + 5'22 + <§1+S27 + S17S2+> +251.5. (19)
kde S, jsou zvySovaci/snizovaci operdtory zndmé z prvniho cviceni (Sternovy-Gerlachovy experimenty). Operétor
S? tedy piisobf na stav (4):

S21) = SE 1)1 )2 + 1)1 53 1),
+ (81 101 S 119+ 81 119, S [1),)
+ 2312 |T>1 SQZ |T>2 =
3 3 1 1
1 M1 e+ 11 1 1)+ (0+0)+2- ) 1) ) 1)y =
=211 . (20)

Stav [11) je tedy vlastnim stavem operdtoru 52 s vlastnim &fslem S = 1 (protoze S(S +1) = 1(1+1) = 2).
(IIT) Spoctéte, jak pusobi operdtor S? na zbylé stavy (5) - (7). Mélo by vyjit

SPIML) = 1) + 1) (21)
SPI) = 1) + 1) (22)
S2) =21 - (23)

Vidime tedy, ze stavy [11) a |[{]) jsou vlastnimi stavy S2, ale stavy |[1]) a |[{1) nikoliv. Jejich vhodné linedrnf
kombinace
S + 1) =2(10) + 1) (24)
S2 (1) — ) = 0(114) — [41)) (25)
viak jsou vlastnimi stavy S2 s vlastnimi &fsly 1 a 0.

Shriime tedy nase vypoéty. Ze dvou sad stavi pro spin 1/2, tj. |1), |J), muzeme vytvorit celkem ¢tyfi ruzné
celkové stavy. TFi z nich odpovidaji systému se spinem S = 1 a tfemi projekcemi Mg = —1,0,+1 (jak tomu



mé byt)

L4 =Mty =5+ > |3:+3)s 5 (26)
11,0) = J5 (M1 W2+ 01 102) = J5 (15:+3)1 [3:—3), T 13—, |3 +3)a) » (27)
L= = 2=153-3)1373), (28)

a jeden z nich odpovid4 systému se spinem S = 0 a projekei Mg = 0 (jak ma byt)
|070>:%(|T>1|¢>2 il >1m ) = (|%7+ > ’2’_7>2_|%’_%>1|%7+%>2) : (29)

(IV) Provedte vypocet pro skliddni dvou spinti 1/2 podle nédvodu popsaného v knize doc. Zamastila. Tj.
pouzijte rovnici

0=[j1(j1 +1) +j2(jo+1) =5 + 1)+ 2i(m —i)]c;+
+ay(j1,i — Da_(ja,m— i+ 1)c—1+
+a_(ji,i+ Dag(j2,m —i—1)citr, (30)

kde

as(j,m)=+j(i+1)—m(m=*1), (31)

a normalizaéni podminku Y, |¢;|* = 1. Ziskdte soustavu rovnic pro koeficienty ¢; a jejim feenim ¢;. Vidite
souvislost tohoto obecného postupu podle ”receptu” s ”intuitivnim” postupem vyse?

Na zdvér si spocitame jeden pitklad. Uvazujme, Ze jedna Cdstice se spinem 1/2 se nachdzi ve stavu ’sz = —|—%>
(projekce spinu podél osy z +1/2) a druhd ¢éstice se spinem 1/2 ve stavu ’sI = +4) (projekce spinu podél osy
x +1/2). Nasim tdkolem je spocitat, s jakou pravdépodobnosti ziskdme celkovy stav se spinem S = 0 (a tedy
Mg =0).

Jak jsme si vyse ukdzali, dvé ¢astice se spinem 1/2 se slozi na trojndsobné degenerovany stav s velikosti
spinu S = 1 a jeden stav se spinem S = 0. Stav se spinem S = 0 odpovida

1
0,0) = 7 (M1 e = )1 1M)2) (32)
(znageni [1), ||) jako vyse pro projekce podél osy z). Drobny hécek je v tom, Ze stav druhé ¢dstice nenf vyjadien

ve vlastnich stavech operdtoru S.. (V) Vyjadiete stav druhé céstice |s, = +1) v bazi stavii [1), |{). (Ndpovéda:
napiste operdtor S, v bazi [1), |4) a poté ho diagonalizujte). Mélo by vyjit

= 2>—* It +14) - (33)

Nas systém se tedy nachazi ve stavu

S=4g,50 =+3) = *(ITT>+|N>) - (34)

Pravdépodobnost je pak

(VI) Provedte vypocty vedouci k poslednim dvéma rovnicim.

Elektron v p-stavu (skladéni s =1/2 al=1)

V druhé ¢dsti dnesniho cvicen{ se podivdme na skldddni{ momentu hybnosti [ = 1 a s = 1/2, coz odpovidd
interakci spinu elektronu v p-orbitalu s jeho orbitdlnim momentem hybnosti (jak bylo zminéno na za¢itku, to
vede na tzv. jemnou strukturu). Pujdeme na to vSak trochu jinak, nez v ¢asti prvni.



(VII) Jaké jsou mozné kombinace stava |, m;) a |s,ms)? Celkem méme 6 moznych kombinaci, tj. ucené feceno
dimenze Hilbertova prostoru je d = (20 + 1)(2s + 1) = 6.

Obecné dva momenty hybnosti, oznacme je tfebal a s, slozime na celkovy moment hybnosti j = |l — s|, |l — s|+
1,...,l+s s (2j+1) moznymi projekcemi m; = —j,—j+1,...,j—1,7. V naSem piipadé tedy ziskdme 4 stavy
sj=3/2 (mj=g;2 = —3/2,-1/2,+1/2,+3/2) a dva stavy s j = 1/2 (m;—1/2 = —1/2,+1/2). Celkem tedy
mame opét 6 moznych kombinaci.

Jak zjistime, jaké stavy puvodni béze (resp. jejich linedrni kombinace) |I, m;)®ls, ms), tj. {|1,+1),|1,0),|1,-1)}®
{11/2,+1/2),]1/2,-1/2)}, odpovidajf staviim nové (slozené) baze {l7,m;)}? Stavy nasi ”staré” béze jsou
vlastnimi stavy operdtoru I? a Lz, resp. §2 4 S, Stavy nasi "nové” baze jsou vlastnimi stavy operatoru
celkového momentu hybnosti J 2 a JZ, ktery je definovan

J=L+5. (36)
(VIII) Pripomeiite si, jak pusobi tyto zminéné operdtory na své vlastni stavy, tj. jaké vlastni hodnoty ndm

davaj.

Mohli bychom, podobné jako v prvni Casti, spocitat pusobeni operatori J? a J, na jednotlivé stavy staré
béze a pak hledat vhodné linedrni kombinace téchto stavu tak, aby byly vlastnimi stavy operatoru J? a J,.
(IX) Provedte takovy vipocet.

Alternativné muzeme najit vyjadieni néjakého jednoho stavu |j,m;) pomoci |I,m;)|s, ms) a pak pouzit
zvySovaci a sniZovaci operétory Ji a Vygenerovat zbylé btavy Nejjednodussf je si vybrat jeden zZ krajnich

1, m;) \s m). Plati totiz m; = m; + m,. To vidime z rozepsani operatoru J.:
J.=L,@1+19S.,=L,+89,. (37)
V naSem piipadé je nejvyssim moznym stavem stav |j = 3/2,m; = +3/2), ktery zjevné ziskdme kombinaci

7=3/2,m; =43/2)=l=1,m=+1)Q|s=1/2,ms =4+1/2) = |l =1,m; = +1) |s =1/2,m; = +1/2)

(38)
Pisobenim operdtoru J_ na tento stav - pripomeinime si, ze plati
Jeljim) =i +1) —mm£1)[jm£1), (39)
pak dostaneme stav |j = 3/2,m; = +1/2). Jednak plati
_13/2,43/2) = V33/2,+1/2) (40)
a jednak plati (pro ndzornost zde piSeme ®)
J_13/2,+3/2) = (i_ ®i+iw® S_) 1, 41) © [1/2, +1/2) =
L4 ®@11/2,41/2) +1(1,+1) @ S_ [1/2,41/2) =
= V21,0) @ [1/2,+1/2) +[1,1) ® [1/2,-1/2) . (41)

Odtud dostaneme
13/2,+1/2) = \/21,0> [1/2,4+1/2) + \/g|17 1)]1/2,-1/2) . (42)

Opakovanym pusobenim J_ dostaneme dalsi dva stavy |7 =3/2,m; =—1/2) a|j=3/2,m; =—-3/2):

13/2,—1/2) = \/>|1 1)|1/2,+1/2) + \/EH,O) [1/2,—-1/2) , (43)
13/2,-3/2) = |1,—1)[1/2,-1/2) . (44)

(X) Spoctete.

Jak ziskame chybéjici dva stavy |j = 1/2,m; = +1/2) a |j = 1/2,m; = —1/2)7 Projekci celkového momentu
hybnosti m; = +1/2 ziskame jako soucet m;+me, tj. jako linedrni kombinaci stavis m; =0ams = +1/2am; =
+ amy = —1/2. Jednotlivé stavy |j, m;) na sebe musi byt kolmé, takze chybéjici stavy |j = 1/2,m; = +1/2) a
|7 =1/2,m; = —1/2) ziskdme z podminky orthogonality k |j = 3/2,m; = +1/2), resp. |j = 3/2,m; = —1/2):

11/2,+1/2) = \f1 0)[1/2,+1/2) + \fu 1) [1/2,-1/2) (45)

[1/2,-1/2) = \/71 1)11/2,4+1/2) + \/7|1 0)[1/2,-1/2) . (46)
(XI) Spoctete.



Skladani momentia hybnost - obecna poznamka

Oznatme J obecné vysledny moment hybnosti, M; jeho projekci, j; jednotlivé momenty hybnosti, které
skladdme, a m;, je jejich projekce. Obecné pii skladani dvou momentt hybnosti hleddme koeficienty rozvoje
celkovych stavu |J, M) do béze stavu |71, my, ) |72, M4y ),

[, My) =" ciljr, i) 2, My — i) - (47)

Tyto koeficienty se nazyvaji Clebschovy-Gordonovy a existuje pro né obecny predpis, jak je spocitat. Vice se
o nich doctete v knize doc. Zamastila, kap. 4.2 Skldddn{ momentu hybnosti. Tam je také ukdzano (uvidite na
prednasce pristi semestr), ze obecné J nabyva hodnot |j1 — jal, |j1 — j2| + 1, ..., 41 + J2 — 1, J1 + j2 a Ze slozenim
dvou stavi s projekcemi mj; a mj o ziskdme celkovy stav s projekci momentu hybnosti Mj; = mj; + mjo.

Povinné tulohy na pristé

1. (1 b.) Uvazujme, Ze jedna Castice se spinem 1/2 se nachdzi ve stavu ’sz = +%> (projekce spinu podél osy
z +1/2) a druh4 céstice se spinem 1/2 ve stavu ‘sy = +1) (projekce spinu podél osy y +1/2). S jakou
pravdépodobnosti ziskdme celkovy stav |1,0), tj. se spinem S = 1 a projekef spinu Mg = 07 A co stavy
[1,+1) a |1,—-1)7
Népovéda: stav ’sy = +%> si vyjadiete v bédzi stavu |sz = :I:%>

2. (1 b.) Vyjédiete operétor J? pomoci operatoru ﬁ2, f/z, .i/:t7 32, 5'2, S’i. Spocitejte komutator [j27 jz}

(Pfipomeflme Si, ze [S,, Sj] = iEiijk a [iz,ij] = iqjkﬁk.)

Bonusova uloha

Uvazujme orbitdlni moment hybnosti elektronu v d-stavu, tj. I = 2, a spin elektronu, tj. s = 1/2, provédte
podobny vypocet jako vyse.

Tyto dva momenty hybnosti slozime na celkovy moment hybnosti j.

Kolik (a jakych) stavii méme pro I =2 a pro s = 1/2?

Jaké jsou mozné kombinace téchto stavu?

Kolik tedy ziskame celkovych stava?

Jakych hodnot muze j nabyvat (a jaké jsou odpovidajici m;)?

Vyjadiete stavy |j, m;) pomoci stavi |, m;) |s, mg).



