Cviceni UDKM 10. 3. 2022 (4. cviceni)

Témata:

e opakovani, otazky a nejasnosti
e volna ¢éstice
e vlnové klubko

Volna castice
Zéakladni rovnici kvantové mechaniky je tzv. ¢asova Schrédingerova rovnice,

HY(z,t) = iﬁ%lll(:c, t), (1)

kde H je hamiltonidn naseho systému a U(z,t) je vinova funkce popisujici nds systém. Pro popis ¢asové
nezavislych jevi pouzivame tzv. bez€asovou Schrédingerovu rovnici

Hip(x) = EY(x), (2)

kde vlastni funkce ¥(x) je jen prostorova ¢ést vlnové funkce U(z,t) a vlastn{ ¢islo E je energie systému.
Hamiltonidn H je obecné dén jako soucet operatoru kinetické a potencidlni energie

H=T+V. (3)
Operdtor kinetické energie (p; = —ihd/dx;) je
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Pokud bychom méli volnou ¢éstici, tj. V(z) = 0 v celém prostoru, bez¢asovd Schrédingerova rovnice mé
jednoduchy tvar

h? d2
“om da? (z) = EY(x). (5)
Jejim fesenim ¢ (z) jsou rovinné viny _

U(w) = Ae’tT; (6)

A je amplituda (konstanta) a k, |k| = 27/, je vlnovy vektor s vilnovou délkou A. Odpovidajici energie E je

h? k2

E(k) = ——(ik)* = : 7
(k) = o (ik)? = X @

(Energie nerelativistické ¢dstice o hmotnosti m.) Kazd4 takovéa vlnové funkce v(x) popisuje rovinnou vlnu pro
Céstici s energii E(k) a podle de Broglieho vztahu s hybnosti p = ik = h/\. Energetické spektrum volné se
pohybujici ¢astice je tedy spojité, od nuly do nekonecna, a je dvojndsobné degenerované, jelikoz ¢astice se muze
pohybovat zleva doprava nebo zprava doleva. (Jedinym nedegenerovanym stav je piipad k = 0, kdy dostaneme
v prostoru konstantn{ funkci.) V piipadé nenulového ¢asové nezdvislého potencidlu V= V(z) fesime obecné
bezcasovou Schrodingerovu rovnici

h? a2
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+ V()| ¥(z) = Ep(z). (8)

Vlnové klubko

V experimentech se spiSe nez s jednotlivymi ¢dsticemi (elektronem, fotonem,...), tj. objektem piesné lokali-
zovanym v prostoru nebo Casu, setkdvdme s nejasné ohranicenymi objekty (maji néjakou distribuci v pros-
toru/energii/case/...). Ptikladem jsou tfeba laserové pulsy, kterymi muzeme excitovat atomy nebo molekuly a
méfit absorbei/emisi. Tyto objekty (”pulzy”) muzeme popsat ruznymi funkcemi (distribucemi), z nichz nej-
jednodussi je pravé gaussovska funkce. Pro jeji charakterizaci nam slouzi veli¢iny jako kolem jaké hodnoty je
balik centrovan (xo, po), jak moc je "rozplizly” (odchylka Az, Ap), atd.

Uvazujme astici pohybujici se podél osy x, jejiz stav |1) je ddn, v souradnicové reprezentaci,

R —— —cexp{”’;j”}exp{w} | )
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C' je normaliza¢ni konstanta plynouci z pozadavku (ip|10) = 1 (I) Dopoctéte tuto konstantu. Mélo by vyjit

ICl= \4/; (10)

Spocteme-li P(z) = \w(x)|2, dostaneme pravdépodobnost (piesnéji hustotu pravdépodobnosti) vyskytu ¢dstice

v bodé x; snadno dostaneme
0 o 1 (x — x0)?
Pla) = o) = {f sz e { - ()

Piipomenme, Ze pro soufadnicovou reprezentaci mame

Zlxy =xlx), (12)
(2'|z) = §(a’ —z) (ortogonalita), / dz |z) (x| =1 (relace uplnosti), (13)

. R . d
(@l2f) =2d(z), (2]ply) = —ih9(z), (14)

(posledni vztah lze odvodit z komutdtoru [&, p] = ih) a pro hybnostn{ reprezentaci
plp) =rlp) , (15)
(P'Ip) = 6(p' —p) (ortogonalita), / dplp) (p| =1 (relace uplnosti), (16)
. . . d

plp ) =pe(p), (plZ|Y) = Zﬁ@lﬁ(p)- (17)

_ Nagim prvnim tikolem bude vyjadiit stav této ¢astice |¢)) v hybnosti reprezentaci, tj. chceme najit funkei

¥(p). To znamend
“+o00

3(p) = (pl) = / (o) (zl) de (18)

— 00
kde jsme vlozili rozklad jednicky (v souradnicové reprezentaci). Jak vypadd (z|y)) vime, viz rovnice (9). Zbyva
ndm tedy vyjadiit (p|z) a poté provést integraci. Vyjdeme z rovnice (15) a vyndsobime obé strany (x| zleva

(z|plp) = p(z|p) . (19)

Pouzitim druhé rovnice (14) pro [¢)) = |p) dostaneme

d
—ih— (zlp) = p{zlp) - (20)
(z|p) tedy musi mit tvar ‘
(z|p) = KewP® (21)
Faktor K ur¢ime z pozadavku normalizace na delta-funkei (p|p’) = §(p — p’):
+o00 9 +oo ; ,
W) = [ delplo) (al!) = K [ dwek07 50— p). (22)
Déle si vzpomeneme, Ze
1 o[ree ;
§(z) = — dke™ ™, 2
(@) =g [ ke (23)
V nasem piipadé tedy
oo 7 ’ 1 oo : ’
|K|? / dzetP=P)e — — / dke™ kPP (24)
¢ili K = 1/v27h a
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z|p) = e%m,
(lp) vV2rmh 2mh

Nyni zbyva uz jen dosadit a spocitat integral

zz<p>/:°<p|x><x|w>dx j&xp{hm}cxp{@}xp{@;ﬁ}

_ ¢ :ﬁJZexp{—;W}exp{—i(p—po)xo}. (26)




(III) Spoctete.
2
(IV) Kolik je a jaky vyznam ma P(p) = ”(/J(p)‘ ?
Podivejme se jesté na limity, kdy ¢ — co a 0 — 0. Pro 0 — oo dostaneme

ipge
3

P(z) = Ce , (27)
tedy rovinnou vlnu. Pro ¢ — 0 dostaneme Diracovu distribuci
P(z) = §(x — x0) . (28)

Nasim druhym tkolem bude vypocet stiednich hodnot operdtort soufadnice a hybnosti. Konkrétné si
spocteme stiedni hodnoty (z), <§72>7 (p), <ﬁ2> a stfedni kvadratické odchylky, tj. neurcitosti v uréeni polohy a

hybnosti, Az = \/{(Z — (Z))?), Ap = /{((p — (p))?). Jak na to si ukdzeme na vypoctu stfedni hodnoty < & >:

+oo +oo
(2) = (x| 2 ]x) =/ (¢]a) (x| & |¢p) dw = P (@)ryp(z)de = (29)
+o0 _ 2
= |C’|2/ xexp{—(xo_fo)}dx: ICP20Vro? = . (30)
Podobné dostaneme pro zbylé stiedni hodnoty a neurcitosti

2 2, 1 o

(& >=$0—|—§0 , (31)
o
A = —, 32
=7 (32)
(B) = o, (33)
2 o I

< >:p0+2027 (34)
Ap n (35)

= 75

(V) Provedte vypoéty. Poznamenejme, ze vypocet stiedni kvadratické odchylky lze pievést na
(@ = (@)%) = (82— 22 (2) + (&) ) = (%) — ()" . (36)
Povinné ulohy na pristé

Tentokrat nejsou, uzivejte volnal

Bonusova uloha

Tentokrat neni.



