Cviceni UDKM 17. 3. 2022 (5. cviceni)

Témata:

e Castice v nekoneéné a konecné hluboké potencidlové jameé
e potencidlovy schod
e potencidlovy val (aneb tunelovéni)

Castice v nekonecné potencialové jame
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V=0 .
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Figure 1: Potencidlova jama nekonecné hloubky

Typickym piikladem pifi prvnim sezndmeni s kvantovou mechanikou je piiklad tzv. ¢astice v krabici.
Uvazujme pro jednoduchost jen jeden rozmeér. NaSe ”krabice” (a jeji tvar) je ddna skrze potencidl V(x) (viz
obrazek):

o € (—00,0): V()= o0,
e z€(0,L): V(z)=0,
o z € (L,+00): V(z)=o0.

Tedy castice se muze vyskytovat pouze v intervalu (0,L), mimo néj se vyskytovat nemuze (potencidl je
nekonecné vysoky). Nasfm tikolem je najft mozné energetické hladiny a odpovidajici vinové funkce. Resfme
tedy bezcasovou Schrodingerovu rovnici na tomto intervalu s patfiénymi okrajovymi podminkami. (I) Jaké jsou
okrajové podminky?

Schrédingerovu rovnici si nejprve upravime

h2
—%w(x)” —Ey(z)=0 (1)
2mE
Yy + TR () =0 2)
P()" + k() =0 3)
Reseni tohoto typu rovnice hleddme ve tvaru
Y(z) ~ e (4)
Dostaneme tedy
N4k =0= \==ik (5)
a feSeni ma obecny tvar ‘ .
w(x) _ Aezk:z + Be—zkw ) (6)

A a B jsou konstanty, které uréime z okrajovych podminek: vlnova funkce musi totiz na okraji jamy vymizet,
tj. pro & =0 a pro x = L musime dostat (0) = ¢(L) = 0. Z prvn{ podminky, tj. ¥(z = 0) = 0 dostaneme:

Y0)=A+B=0=A=-B. (7)
Vzpomenutim si na vztah sinz = (exp(iz) — exp(—ix))/(2i) tak ziskdme

Y(z) = A(e*® — e7*) = Nsin(kz) ; (8)



N je opét konstanta, kterou uréime pozdéji. Z druhé okrajové podminky, ¥(z = L) = 0 dostaneme omezeni na
mozné hodnoty vinového vektoru k:
. ™
w(L):Nsm(kL):0$kn:f, n=12... 9)
Vlnové funkee n-té hladiny m4 tedy tvar ( (II) dopoctéte normalizaéni konstantu N)

7T.’E7”L>

Yn(x) = N sin (T

a odpovida energii
ﬁ 2 _ h2m?n?
2m " 2mlL?

(IIT) Zakreslete si vinové funkee a pravdépodobnosti vyskytu, tj. |wn(x)\2

E, =

A na zévér maly pocetni piiklad: Uvazujme, Ze se ¢dstice nachdzi ve stavu

W(z) = N [m(?) +sin(?)} . (12)

(IV) Jednd se o vlastni stav naseho hamiltonidnu?
(V) Urcete normovaci konstantu N.
(VI) Urcete stiedni hodnotu energie pro tuto ¢astici.

A jak je tomu v trojrozmérném piipadé?
(VII) Zkuste si odpovédét sami, nez budete éist d4l.

Potencial V(x,y, z) je dan analogicky: V(z,y,2) =0pro0 <z < L,, 0 <y <L, 0<2z<L, a jinak
V(z,y,2z) = co. Resime tedy, na uvedeném intervalu, trojrozmérnou Schrédingerovu rovnici
h2 <82 82 32

522 T T 822> U(z,y,2) = E¥(z,y,2). (13)

2m

Problém véak miizeme separovat a fedit pro kazdou proménnou zvlast. Coz je piesné to, co jsme spoécitali vyse.
Celkova energie je pak dana souc¢tem dil¢ich piispévku

E=E,+E,+E. (14)

a vlnovd funkce je sou¢inem diléich funkei (po dopocteni normaliza¢niho faktoru)

U(x,y,2) = (@) (y):(2) = \/LzLTyLZSin (ﬁ?;%) sin (Wz:/w> sin <7Tzzlz> . (15)

Vidime, ze se zde setkdvame se degeneraci: existuji hladiny se stejnou energii, ale ruznymi vlnovymi funkcemi;
napi. hladina Fy12, F121 a Fo11. Povsimnéme si, ze zédkladni hladina 7171 degenerovana neni.

Castice v konecéné potencialové jameé

Uvazujme nyni jamu koneéné hloubky Vy umisténou od —L/2 do L/2. Na§im ikolem je najit vézané stavy
(diskrétni ¢dst spektra) uvnitt této jamy.
V tomto piipadé si musime prostor rozdélit na t¥i ¢asti:
(I) z < —L/2, kde V(z) =V},
(II) —L/2 <2 < L/2, kde V(z) =0,
(IIT) L/2 < L/2, kde V(z) = V.
Schrédingerovu rovnici vyfFesime v kazdé ¢dsti zvlast a poté z pozadavku spojitosti vinové funkce a jeji derivace
(tzv. sesivaci podminky) jednotlivd feSen{ na sebe navdzeme. (I) Napisté tyto podminky.
V &ésti 1. (a II1.) fesime pro E <V, Schrédingerovu rovnici

d*¢r(x) L 2m

D) 27 5 V() = 0 1o
2 T m
% —a®r(x) =0, a= %(E = V(z)) > 0. (17)
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Figure 2: Potencidlova jama konecné hloubky

Obecné feseni této diferencialni rovnice je
w](x) = A;e** 4+ Bre %, (18)

kde Ay, By jsou néjaka komplexni ¢isla, kterd uréime posléze z podminek spojitosti vinové funkce a jeji derivace.
Kromé toho také pozadujeme, aby vlnova funkce vymizela v nekoneénu, tj.

lim ¢r(xz)=0. (19)

T—r—00

Odtud dostaneme, ze By = 0 a feSeni v ¢asti I. ma tvar

’l/)[((E) = A[@aw . (20)
(IT) Zcela analogicky dostaneme pro ¢ést prostoru III.
Yrrr(z) = Brre™ " (21)

V ¢asti prostoru II. fesime Schrodingerovu rovnici

dQ'L/)[[(.%) 2m

2 _ _
Obecné feseni je linearni kombinace sinu a kosinu
’lﬂ[[(l’):A[[Sin(kl‘)—f—B[[COS(k‘x), Arr,BrrecC. (23)

Potencidl je vsak symetricky a lze ukézat, ze vlastn{ funkce hamiltonidnu museji byt bud sudé (B;r cos(kz)),
nebo liché (Ajy sin(kz)).

Podivejme se nejprve na ptipad sudych feseni.
Pro jednotlivé ¢asti prostoru mame

wj(l') = A[@am s (24)
Yrr(xz) = By cos(kx) (25)
Yrrr(x) = Brrre” *°. (26)

Vzhledem k symetrii problému musi byt A; = Byjr = A. Podminky spojitosti vinové funkce a jeji derivace
nam davaji
$rr(L/2) = ¥ri(L/2) @ Beos(kL/2) = Ae /2, (27)
Wir(L/2) =i (L/2)  : —kBsin(kL/2) = —ade /2, (28)
(pro jednoduchost jsme zde oznacili Byy = B) ¢ili mdme soustavu dvou rovnic pro dvé nezndme A a B
Ae=*L/2 _ Beos(kL/2) =0, (29)
ade*L/2 _ EBsin(kL/2) = 0. (30)
Aby tato soutava méla netrividlni feseni, musi byt jeji determinant nulovy.
—Ae™ L2k Bsin(kL/2) + aAe /2B cos(kL/2) = 0 (31)
ABeL/2(—ksin(kL/2) + acos(kL/2)) = 0. (32)



Hleddme tedy k a « spliujici (parametry k, resp. «, které vsak muzeme vyjadfit pomoci k, ndm uréuji
energetické hladiny)

—ksin(kL/2) + acos(kL/2) = 0 = tg(kL/2) = % =4/ Vb; E_ ;ZE . (33)

Zaroven plati pro k a o

2
k? +a® = thVO ; (34)
2
(KL)” + (aL)? = T2V L?, (35)

coz je rovnice kruznice (osy kL a al) o poloméru r = ,/Qh—?VOL? Reseni tedy ziskdme jako pruseciky této
kruznice s tangentami (33). (III) Zndzornéte fesen{ graficky. V praxi (pfi programovani hleddni feseni) bychom
vyuzili néjaké numerické metody.

Pro lichd teseni, ¢r; = Ajrsin(kz), dostaneme analogicky misto rovnice (33) rovnici

« ah
= = 36
k 2mE (36)

—cotg(kL/2)
a opét hleddme priseciky s (35). (IV) Provedte feseni pro liché funkce podobné jako je vyse pro sudé funkce.

Reseni pro liché a sudé funkce spojime dohromady. Pocet diskrétnich hladin N uvnitf jamy je ddn poctem

pruseciku ¢étvrtkruznice s tangentami a cotangentami, tj. je dan jeji polomérem r = 4/ QH—TQ%LQ (a ten zavisi na

2
(N—1)7T<r:\/h—T%L2<N7T. (37)

Potenciilovy schod (1D)

konkrétnich parametrech dané jamy),

P#i feSeni rozptylovych problému nds zajimd, jaka ¢ast svazku édstic, ktery dopadd na n&jaky potencidl, se
odrazi zpét a jaka ¢ast projde dél. Klasicka analogie této otazky je jednoduchéd: Vsechny céastice s energii vyssi,
nez je maximum potencidlu, projdou a vSechny Céstice s energii nizsi se odrazi. V kvantové mechanice je ale

vvvvvv

Uvazujme potencidlovy schod: pro z < 0 je V(z) = 0 (A) a pro > 0 je V(z) = V; (B), viz obrazek.
Uvazujme, Ze svazek ¢astic (vlna) prilétd z —oo, tj. "zleva doprava”, a m4 kinetickou energii E. Podle velikosti
energie prilétajictho svazku ¢dstic (vlny) rozlisime dva piipady: E > Vj nebo E < V.
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Figure 3: Potencidlovy schod
(A) E >V, = tasteény odraz
Prilétavajici ¢astice mé energii vyssi, nez je velikost bariéry (tj. ”leti nad valem”). V klasické fyzice by

pokracovala dal, zatimco pii kvantovém popisu nam vyjde nenulova pravdépodobnost odrazu od bariéry.
V poloprostoru A ¢éstici popiSeme vinovou funkci

Ya(z) = AT 4 Agekar (38)



Prvni ¢len, A,e?*4% popisuje prilétavajici ¢astici s hybnosti p = fik 4 a druhy ¢len, Ase~"*47 popisuje odrazenou
Céstici s hybnosti p = —hky. Zde kg = \/2mFE/h?. Podobné pro poloprostor B mame

Vp(z) = B1e™5% + Bye 57 (39)

kde prvni élen, B1e?*2% popisuje ¢astici letici ve sméru +oo (tj. proslou éastice), a druhy élen, Bye ™8 letici
v opacném sméru. Déle kg = y/2m (E — V,) /h?. Vzhledem k tomu, ze predpokldddme, ze ¢dstice piiléta z
—00, mame By = 0.

Pro urceni koeficientu Ay, As a By, resp. poméru mezi nimi, vyuzijeme pozadavku spojitosti vinové funkce
¥(x) a jeji prvnf derivace ¢’ (z),

¥a(0) = ¢p(0), (40)
Y4(0) = ¥} (0). (41)
Pro poméry by mélo vyjit:

A1 ka+kp

A vs 42
Ay ka—kp’ (42)
B, 2k

B 43
A1 ka+kp (43)
B 2k 4

b _ _ 44
As  ka—kp (44)

(I) Dosadte do podminek spojitosti a ziskejte vyrazy pro poméry koeficientii.
Transmisni a reflexni koeficienty jsou definované
prosly tok
T=——""— 45
dopadajici tok (4)
odrazeny tok

R 46
dopadajici tok ’ (46)

pricemz tok je definovany

b (A e N ohke
0 =g (v - W 0y = jope, (47)
(C znagi obecné A;, As, By.) (II) Dosazenim tedy ziskdme
7= _kaks (48)
(ka+kp)
ka—kp\®
R=|——F7-—] , 49
</€A + kB) “9)

a (III) snadno muzeme ovérit, ze R+ T = 1. Z vyrazu pro transmisi a reflexy a z definic k4 a kp vidime, ze
pro dostatecné velké energie E >> V;; dostaneme k4 = kp, a tedy castice preleti tento schod, jako by neexistoval.

(B) E <V, = totdlni odraz

Nyni uvazujme, ze kineticka energie svazku dopadajicich ¢éastic je nizsi nez vyska potencidlové bariéry.
V klasické fyzice by se cely svazek odrazil a letél by zpét. Jak to vyjde pifi kvantovém popisu? Postupovat
budeme podobné jako v prvnim piipadé.

V poloprostoru A popiseme ¢éstici vinovou funkei (zcela stejné jako v prvnim piipadé)

wA(x) — AleikA:v 4 A2e—ikAr ) (50)
Prvnf ¢len, Aje?*4®, opét popisuje prilétavajici ¢astici s hybnosti p = hk, a druhy clen, Ase”*4% popisuje
odrazenou ¢dstici s hybnosti p = —fik4. Zde opét ka = \/2mE k2.

Pro poloprostor B ale nyni mame

() = Byee® 4 Bye—ikne (51)
s kg = /2m(E — V) /h2. Jelikoz je zaddouci mit pod odmocninou kladnou veli¢inu a komplexni jednotku i
vytknout dopiedu, bézné se zavadi znaceni

Yp(x) = Bre PP® + BoelB? (52)



kde pp = —ikp = —i\/2m (E — Vp) /h2 = \/2m (Vo — E) /h2. Prvni élen, Bie P5%, popisuje édstici letici ve
sméru oo a druhy ¢len, ByePB” popisuje ¢astici sitici se doleva. Vzhledem k tomu, ze svazek pfichazi z —oo
a Ze pro £ — oo ma byt pravdépodobnost vyskytu ¢éstice nulova, dostaneme By = 0.

Z pozadavku spojitosti vlnové funkce a jeji prvni derivace opét odvodime (IV) vztahy pro koeficienty Ay,
As a By a (V) nésledné spocitdme reflektivitu R a transmisi 7. Mélo by vyjit R =1 (a T' = 0). Proc¢?

(VI) Zakreslete do grafu pravdépodobnost transmise a reflexe.

Dostali jsme tedy stejny vysledek jako v klasické mechanice. Je tu vsak dulezity rozdil oproti klasické
teorii. Céstice ¢astecné do bariéry pronikd jako evanescentni vlna, dostaneme tedy nenulovou pravdépodobnost
vyskytu ééstice v bariére (coz pri klasickém popisu je zakdzané). Pravdépodobnost vsak exponencielné kless a
stane se zanedbatelnou pro = za ”dosahem” evanescentni viny. Pokud by bariéra méla konecnou $itku, ¢éstice
by se mohla protunelovat skrz ni (viz bonusovy tkol).

Povinné ulohy na pristé
1. (1 b.) Céstice v nekonetné potencidlové jamé: Uvazujte pravoihlou jamu symetrickou podle pocatku, tj.
V(z) = 0 na intervalu (—L/2,+L/2) a jinak V(z) = oo a najdéte vlastni funkce a energie.

2. (1 b.) Céstice v nekone¢né potencidlové jamé: Uvazujme, Ze se Castice nachdzi ve stavu

() =N [sin(?”;> sm(?)} . (53)

Urcete normovaci konstantu N. Uréete stfedni hodnotu energie (hamiltonidnu) pro tuto ¢dstici. Urcete
pravdépodobnost, ze se ¢dstice nachdzi (a) v levé poloviné jamy, tj. 0 < x < L/2, a (b) v intervalu
L/4 <z <3L/4

Bonusova tuloha: Kvantové tunelovani

Od potencidlového schodu nyni pfejdeme k potencidlovému valu (bariéra koneéné vysky a sitky) a ukdzeme si
jev, ktery v klasické fyzice analogii nemé - kvantové tunelovani.
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Figure 4: Potencidlovy val

Uvazujme potencidlovou bariéru sitky a a vysky Vy (viz ndkres). Piedpoklddejme, Ze svazek ¢dstic priléta
opét z —oco. Vyjddiete transmisni koeficient T', kdyZ kinetickd energie piilétdvajiciho svazku je (a) vyssi nez Vo
a (b) nizsi nez Vp.

Népovéda pro postup: rozdélte si prostor na podprostory, napiste odpovidajici vinové funkce, uvazte okrajové
podminky a odvodte vyraz pro T'.

Meélo by vyjit:
pro (a)

pro (b) (kg =ipp)




