
Cvičeńı ÚDKM 17. 3. 2022 (5. cvičeńı)

Témata:

� částice v nekonečně a konečně hluboké potenciálové jámě
� potenciálový schod
� potenciálový val (aneb tunelováńı)

Částice v nekonečné potenciálové jámě

Figure 1: Potenciálová jáma nekonečné hloubky

Typickým př́ıkladem při prvńım seznámeńı s kvantovou mechanikou je př́ıklad tzv. částice v krabici.
Uvažujme pro jednoduchost jen jeden rozměr. Naše ”krabice” (a jej́ı tvar) je dána skrze potenciál V (x) (viz
obrázek):

� x ∈ (−∞, 0): V (x) =∞,
� x ∈ (0, L): V (x) = 0,
� x ∈ (L,+∞): V (x) =∞.

Tedy částice se může vyskytovat pouze v intervalu (0, L), mimo něj se vyskytovat nemůže (potenciál je
nekonečně vysoký). Naš́ım úkolem je naj́ıt možné energetické hladiny a odpov́ıdaj́ıćı vlnové funkce. Řeš́ıme
tedy bezčasovou Schrödingerovu rovnici na tomto intervalu s patřičnými okrajovými podmı́nkami. (I) Jaké jsou
okrajové podmı́nky?

Schrödingerovu rovnici si nejprve uprav́ıme

− ~2

2m
ψ(x)′′ − Eψ(x) = 0 (1)

ψ(x)′′ +
2mE

~2
ψ(x) = 0 (2)

ψ(x)′′ + k2ψ(x) = 0 . (3)

Řešeńı tohoto typu rovnice hledáme ve tvaru

ψ(x) ≈ eiλx . (4)

Dostaneme tedy
λ2 + k2 = 0⇒ λ = ±ik (5)

a řešeńı má obecný tvar
ψ(x) = Aeikx +Be−ikx . (6)

A a B jsou konstanty, které urč́ıme z okrajových podmı́nek: vlnová funkce muśı totiž na okraji jámy vymizet,
tj. pro x = 0 a pro x = L muśıme dostat ψ(0) = ψ(L) = 0. Z prvńı podmı́nky, tj. ψ(x = 0) = 0 dostaneme:

ψ(0) = A+B = 0⇒ A = −B . (7)

Vzpomenut́ım si na vztah sinx = (exp(ix)− exp(−ix))/(2i) tak źıskáme

ψ(x) = A(eikx − e−ikx) = N sin(kx) ; (8)
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N je opět konstanta, kterou urč́ıme později. Z druhé okrajové podmı́nky, ψ(x = L) = 0 dostaneme omezeńı na
možné hodnoty vlnového vektoru k:

ψ(L) = N sin(kL) = 0⇒ kn =
πn

L
, n = 1, 2, . . . (9)

Vlnové funkce n-té hladiny má tedy tvar ( (II) dopočtěte normalizačńı konstantu N)

ψn(x) = N sin
(πxn
L

)
(10)

a odpov́ıdá energii

En =
~2

2m
k2n =

~2π2n2

2mL2
. (11)

(III) Zakreslete si vlnové funkce a pravděpodobnosti výskytu, tj. |ψn(x)|2.

A na závěr malý početńı př́ıklad: Uvažujme, že se částice nacháźı ve stavu

ψ(x) = N

[
sin

(
2πx

L

)
+ sin

(πx
L

)]
. (12)

(IV) Jedná se o vlastńı stav našeho hamiltoniánu?
(V) Určete normovaćı konstantu N .
(VI) Určete středńı hodnotu energie pro tuto částici.

A jak je tomu v trojrozměrném př́ıpadě?
(VII) Zkuste si odpovědět sami, než budete č́ıst dál.

Potenciál V (x, y, z) je dán analogicky: V (x, y, z) = 0 pro 0 ≤ x ≤ Lx, 0 ≤ y ≤ Ly, 0 ≤ z ≤ Lz a jinak
V (x, y, z) =∞. Řeš́ıme tedy, na uvedeném intervalu, trojrozměrnou Schrödingerovu rovnici

− ~2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
Ψ(x, y, z) = EΨ(x, y, z) . (13)

Problém však můžeme separovat a řešit pro každou proměnnou zvlášť. Což je přesně to, co jsme spoč́ıtali výše.
Celková energie je pak dána součtem d́ılč́ıch př́ıspěvk̊u

E = Ex + Ey + Ez (14)

a vlnová funkce je součinem d́ılč́ıch funkćı (po dopočteńı normalizačńıho faktoru)

Ψ(x, y, z) = ψx(x)ψy(y)ψz(z) =

√
8

LxLyLz
sin

(
πxnx
Lx

)
sin

(
πyny
Ly

)
sin

(
πznz
Lz

)
. (15)

Vid́ıme, že se zde setkáváme se degeneraćı: existuj́ı hladiny se stejnou energíı, ale r̊uznými vlnovými funkcemi;
např. hladina E112, E121 a E211. Povšimněme si, že základńı hladina E111 degenerovaná neńı.

Částice v konečné potenciálové jámě

Uvažujme nyńı jámu konečné hloubky V0 umı́stěnou od −L/2 do L/2. Naš́ım úkolem je naj́ıt vázané stavy
(diskrétńı část spektra) uvnitř této jámy.

V tomto př́ıpadě si muśıme prostor rozdělit na tři části:

(I) x < −L/2, kde V (x) = V0,
(II) −L/2 < x < L/2, kde V (x) = 0,

(III) L/2 < L/2, kde V (x) = V0.

Schrödingerovu rovnici vyřeš́ıme v každé části zvlášť a poté z požadavku spojitosti vlnové funkce a jej́ı derivace
(tzv. seš́ıvaćı podmı́nky) jednotlivá řešeńı na sebe navážeme. (I) Napǐstě tyto podmı́nky.

V části I. (a III.) řeš́ıme pro E < V0 Schrödingerovu rovnici

d2ψI(x)

dx2
+

2m

~2
(E − V (x))ψI(x) = 0 (16)

d2ψI(x)

dx2
− α2ψI(x) = 0 , α =

√
2m

~2
(E − V (x)) > 0 . (17)
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Figure 2: Potenciálová jáma konečné hloubky

Obecné řešeńı této diferenciálńı rovnice je

ψI(x) = AIe
αx +BIe

−αx , (18)

kde AI , BI jsou nějaká komplexńı č́ısla, která urč́ıme posléze z podmı́nek spojitosti vlnové funkce a jej́ı derivace.
Kromě toho také požadujeme, aby vlnová funkce vymizela v nekonečnu, tj.

lim
x→−∞

ψI(x) = 0 . (19)

Odtud dostaneme, že BI = 0 a řešeńı v části I. má tvar

ψI(x) = AIe
αx . (20)

(II) Zcela analogicky dostaneme pro část prostoru III.

ψIII(x) = BIIIe
−αx . (21)

V části prostoru II. řeš́ıme Schrödingerovu rovnici

d2ψII(x)

dx2
+ k2ψII(x) = 0 , k =

√
2m

~2
E > 0 . (22)

Obecné řešeńı je lineárńı kombinace sin̊u a kosin̊u

ψII(x) = AII sin(kx) +BII cos(kx) , AII , BII ∈ C . (23)

Potenciál je však symetrický a lze ukázat, že vlastńı funkce hamiltoniánu musej́ı být buď sudé (BII cos(kx)),
nebo liché (AII sin(kx)).

Pod́ıvejme se nejprve na př́ıpad sudých řešeńı.
Pro jednotlivé části prostoru máme

ψI(x) = AIe
αx , (24)

ψII(x) = BII cos(kx) (25)

ψIII(x) = BIIIe
−αx . (26)

Vzhledem k symetrii problému muśı být AI = BIII ≡ A. Podmı́nky spojitosti vlnové funkce a jej́ı derivace
nám dávaj́ı

ψII(L/2) = ψIII(L/2) : B cos(kL/2) = Ae−αL/2 , (27)

ψ′II(L/2) = ψ′III(L/2) : −kB sin(kL/2) = −αAe−αL/2 , (28)

(pro jednoduchost jsme zde označili BII ≡ B) čili máme soustavu dvou rovnic pro dvě neznáme A a B

Ae−αL/2 −B cos(kL/2) = 0 , (29)

αAe−αL/2 − kB sin(kL/2) = 0 . (30)

Aby tato soutava měla netriviálńı řešeńı, muśı být jej́ı determinant nulový.

−Ae−αL/2kB sin(kL/2) + αAe−αL/2B cos(kL/2) = 0 (31)

ABe−αL/2(−k sin(kL/2) + α cos(kL/2)) = 0 . (32)
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Hledáme tedy k a α splňuj́ıćı (parametry k, resp. α, které však můžeme vyjádřit pomoćı k, nám určuj́ı
energetické hladiny)

−k sin(kL/2) + α cos(kL/2) = 0⇒ tg(kL/2) =
α

k
=

√
V0 − E
E

=
α~√
2mE

. (33)

Zároveň plat́ı pro k a α

k2 + α2 =
2m

~2
V0 , (34)

(kL)2 + (αL)2 =
2m

~2
V0L

2 , (35)

což je rovnice kružnice (osy kL a αL) o poloměru r =
√

2m
~2 V0L2. Řešeńı tedy źıskáme jako pr̊useč́ıky této

kružnice s tangentami (33). (III) Znázorněte řešeńı graficky. V praxi (při programováńı hledáńı řešeńı) bychom
využili nějaké numerické metody.

Pro lichá řešeńı, ψII = AII sin(kx), dostaneme analogicky mı́sto rovnice (33) rovnici

−cotg(kL/2) =
α

k
=

α~√
2mE

(36)

a opět hledáme pr̊useč́ıky s (35). (IV) Proveďte řešeńı pro liché funkce podobně jako je výše pro sudé funkce.
Řešeńı pro liché a sudé funkce spoj́ıme dohromady. Počet diskrétńıch hladin N uvnitř jámy je dán počtem

pr̊useč́ık̊u čtvrtkružnice s tangentami a cotangentami, tj. je dán jej́ı poloměrem r =
√

2m
~2 V0L2 (a ten záviśı na

konkrétńıch parametrech dané jámy),

(N − 1)π < r =

√
2m

~2
V0L2 < Nπ . (37)

Potenciálový schod (1D)

Při řešeńı rozptylových problémů nás zaj́ımá, jaká část svazku částic, který dopadá na nějaký potenciál, se
odraźı zpět a jaká část projde dál. Klasická analogie této otázky je jednoduchá: Všechny částice s energíı vyšš́ı,
než je maximum potenciálu, projdou a všechny částice s energíı nižš́ı se odraźı. V kvantové mechanice je ale
situace složitěǰśı: pro obecný potenciál konečné výšky vždy část částic projde a část se odraźı.

Uvažujme potenciálový schod: pro x < 0 je V (x) = 0 (A) a pro x > 0 je V (x) = V0 (B), viz obrázek.
Uvažujme, že svazek částic (vlna) přilétá z −∞, tj. ”zleva doprava”, a má kinetickou energii E. Podle velikosti
energie př́ılétaj́ıćıho svazku částic (vlny) rozlǐśıme dva př́ıpady: E > V0 nebo E < V0.

Figure 3: Potenciálový schod

(A) E > V0 = částečný odraz

Přilétávaj́ıćı částice má energii vyšš́ı, než je velikost bariéry (tj. ”let́ı nad valem”). V klasické fyzice by
pokračovala dál, zat́ımco při kvantovém popisu nám vyjde nenulová pravděpodobnost odrazu od bariéry.

V poloprostoru A částici poṕı̌seme vlnovou funkćı

ψA(x) = A1e
ikAx +A2e

−ikAx . (38)
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Prvńı člen, A1e
ikAx, popisuje přilétávaj́ıćı částici s hybnost́ı p = ~kA a druhý člen, A2e

−ikAx, popisuje odraženou
částici s hybnost́ı p = −~kA. Zde kA =

√
2mE/~2. Podobně pro poloprostor B máme

ψB(x) = B1e
ikBx +B2e

−ikBx . (39)

kde prvńı člen, B1e
ikBx, popisuje částici let́ıćı ve směru +∞ (tj. prošlou částice), a druhý člen, B2e

−ikBx, let́ıćı
v opačném směru. Dále kB =

√
2m (E − V0) /~2. Vzhledem k tomu, že předpokládáme, že částice přiléta z

−∞, máme B2 = 0.
Pro určeńı koeficient̊u A1, A2 a B1, resp. poměr̊u mezi nimi, využijeme požadavku spojitosti vlnové funkce

ψ(x) a jej́ı prvńı derivace ψ′(x),

ψA(0) = ψB(0) , (40)

ψ′A(0) = ψ′B(0) . (41)

Pro poměry by mělo vyj́ıt:

A1

A2
=
kA + kB
kA − kB

, (42)

B1

A1
=

2kA
kA + kB

, (43)

B1

A2
=

2kA
kA − kB

. (44)

(I) Dosaďte do podmı́nek spojitosti a źıskejte výrazy pro poměry koeficient̊u.
Transmisńı a reflexńı koeficienty jsou definované

T =
prošlý tok

dopadaj́ıćı tok
, (45)

R =
odražený tok

dopadaj́ıćı tok
, (46)

přičemž tok je definovaný

j(x) = − i~
2m

(
ψ∗(x)

dψ(x)

dx
− dψ(x)∗

dx
ψ(x)

)
= |C|2 ~kC

m
. (47)

(C znač́ı obecně A1, A2, B1.) (II) Dosazeńım tedy źıskáme

T =
4kAkB

(kA + kB)
2 , (48)

R =

(
kA − kB
kA + kB

)2

, (49)

a (III) snadno můžeme ověřit, že R + T = 1. Z výraz̊u pro transmisi a reflexy a z definic kA a kB vid́ıme, že
pro dostatečně velké energie E >> V0 dostaneme kA ≈ kB , a tedy částice přelet́ı tento schod, jako by neexistoval.

(B) E < V0 = totálńı odraz

Nyńı uvažujme, že kinetická energie svazku dopadaj́ıćıch částic je nižš́ı než výška potenciálové bariéry.
V klasické fyzice by se celý svazek odrazil a letěl by zpět. Jak to vyjde při kvantovém popisu? Postupovat
budeme podobně jako v prvńım př́ıpadě.

V poloprostoru A poṕı̌seme částici vlnovou funkćı (zcela stejně jako v prvńım př́ıpadě)

ψA(x) = A1e
ikAx +A2e

−ikAx . (50)

Prvńı člen, A1e
ikAx, opět popisuje přilétávaj́ıćı částici s hybnost́ı p = ~kA a druhý člen, A2e

−ikAx, popisuje
odraženou částici s hybnost́ı p = −~kA. Zde opět kA =

√
2mE/~2.

Pro poloprostor B ale nyńı máme

ψB(x) = B1e
ikBx +B2e

−ikBx (51)

s kB =
√

2m (E − V0) /~2. Jelikož je žádoućı mı́t pod odmocninou kladnou veličinu a komplexńı jednotku i
vytknout dopředu, běžně se zavád́ı značeńı

ψB(x) = B1e
−ρBx +B2e

ρBx , (52)
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kde ρB = −ikB = −i
√

2m (E − V0) /~2 =
√

2m (V0 − E) /~2. Prvńı člen, B1e
−ρBx, popisuje částici let́ıćı ve

směru +∞ a druhý člen, B2e
ρBx, popisuje částici š́ı̌ŕıćı se doleva. Vzhledem k tomu, že svazek přicháźı z −∞

a že pro x→∞ má být pravděpodobnost výskytu částice nulová, dostaneme B2 = 0.
Z požadavku spojitosti vlnové funkce a jej́ı prvńı derivace opět odvod́ıme (IV) vztahy pro koeficienty A1,

A2 a B1 a (V) následně spoč́ıtáme reflektivitu R a transmisi T . Mělo by vyj́ıt R = 1 (a T = 0). Proč?
(VI) Zakreslete do grafu pravděpodobnost transmise a reflexe.
Dostali jsme tedy stejný výsledek jako v klasické mechanice. Je tu však d̊uležitý rozd́ıl oproti klasické

teorii. Částice částečně do bariéry proniká jako evanescentńı vlna, dostaneme tedy nenulovou pravděpodobnost
výskytu částice v bariéře (což při klasickém popisu je zakázané). Pravděpodobnost však exponencielně klesá a
stane se zanedbatelnou pro x za ”dosahem” evanescentńı vlny. Pokud by bariéra měla konečnou š́ı̌rku, částice
by se mohla protunelovat skrz ńı (viz bonusový úkol).

Povinné úlohy na př́ı̌stě

1. (1 b.) Částice v nekonečné potenciálové jámě: Uvažujte pravoúhlou jámu symetrickou podle počátku, tj.
V (x) = 0 na intervalu (−L/2,+L/2) a jinak V (x) =∞ a najděte vlastńı funkce a energie.

2. (1 b.) Částice v nekonečné potenciálové jámě: Uvažujme, že se částice nacháźı ve stavu

ψ(x) = N

[
sin

(
3πx

L

)
− sin

(πx
L

)]
. (53)

Určete normovaćı konstantu N . Určete středńı hodnotu energie (hamiltoniánu) pro tuto částici. Určete
pravděpodobnost, že se částice nacháźı (a) v levé polovině jámy, tj. 0 < x < L/2, a (b) v intervalu
L/4 < x < 3L/4.

Bonusová úloha: Kvantové tunelováńı

Od potenciálového schodu nyńı přejdeme k potenciálovému valu (bariéra konečné výšky a š́ı̌rky) a ukážeme si
jev, který v klasické fyzice analogii nemá - kvantové tunelováńı.

Figure 4: Potenciálový val

Uvažujme potenciálovou bariéru š́ı̌rky a a výšky V0 (viz nákres). Předpokládejme, že svazek částic přiléta
opět z −∞. Vyjádřete transmisńı koeficient T , když kinetická energie přilétávaj́ıćıho svazku je (a) vyšš́ı než V0
a (b) nižš́ı než V0.

Nápověda pro postup: rozdělte si prostor na podprostory, napǐste odpov́ıdaj́ıćı vlnové funkce, uvažte okrajové
podmı́nky a odvoďte výraz pro T .

Mělo by vyj́ıt:
pro (a)

T =
1

1 + 1
4

(
kA
kB
− kB

kA

)2
sin2 (kBa)

, (54)

pro (b) (kB = iρB)

T =
1

1 + 1
4

(
kA
ρB

+ ρB
kA

)2
sinh2 (ρBa)

. (55)
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