
Cvičeńı ÚDKM 31. 3. 2022 (7. cvičeńı)

Témata:

� harmonický oscilátor

Lineárńı harmonický oscilátor

V klasické mechanice má Hamiltonián lineárńıho harmonického oscilátoru tvar:

H = T + V =
p̃2

2m
+

1

2
mω2x̃2 . (1)

Ke kvantové mechanice přejdeme ostř́ı̌skováńım operátor̊u hybnosti p→ p̂ a souřadnice x→ x̂:

Ĥ =
ˆ̃p2

2m
+

1

2
mω2 ˆ̃x2 (2)

a zavedeńım komutačńı relace
[ˆ̃x, ˆ̃p] = i . (3)

Konstant v (2) se můžeme zbavit substitućı ˆ̃x = λx̂ a ˆ̃p = p̂/λ. (I) Zjistěte, jak muśıme zvolit λ, aby Hamiltonián
źıskal tvar

Ĥ

ω
≡ Ĥ =

p̂2

2
+
x̂2

2
. (4)

Dále ověřte, že komutačńı relace (3) z̊ustane zachována, tj.

[x̂, p̂] = i . (5)

Jak vyřešit LHO? Hledáme energie En a odpov́ıdaj́ıćı vlnové funkce |ψn〉,

Ĥ |ψn〉 = En |ψn〉 . (6)

Máme dvě možnosti:
(a) Přejdeme do souřadnicové reprezentace, tj. nahrad́ıme p̂ →= −i ∂∂x a x̂ → x, a vyřeš́ıme differenciálńı
rovnici. Nebo lépe
(b) Vyřeš́ıme problém LHO zavedeńım vhodných operátor̊u â, â†:

â =
1√
2

(x̂+ ip̂) , â† =
1√
2

(x̂− ip̂) , (7)

kde † znač́ı hermitovské sdružeńı.
(II) Ukažte, že hamiltonián LHO lze vyjádřit pomoćı operátor̊u â, â† jako

Ĥ = â†â+
1

2
. (8)

(III) Dále také ukažte, že plat́ı následuj́ıćı komutačńı relace

[â, â†] = 1 , [Ĥ, â] = −â , [Ĥ, â†] = â† . (9)

Operátory â, â† maj́ı význam snižovaćıch, resp. zvyšovaćıch operátor̊u, podobně jako nám již známé spinové
operátory Ŝ− a Ŝ+. Operátor â snižuje stav |ψn〉 odpov́ıdaj́ıćı n-té hladině na stav o jedna nižš́ı |ψn−1〉, tj.
odpov́ıdaj́ıćı (n− 1) hladině. Podobně operátor â† zvyšuje stav |ψn〉 odpov́ıdaj́ıćı n-té hladině na stav o jedna
vyšš́ı |ψn+1〉, tj. odpov́ıdaj́ıćı (n + 1) hladině. Tedy operátor â† zvyšuje stupeň excitace LHO, tj. ”přidává”
excitaci, a ho nazýváme kreačńım operátorem. Operátor â naopak snižuje stupeň excitace, tj. ”ub́ırá” excitaci,
a nazýváme ho anihilačńım operátorem. Pro p̊usobeńı těchto dvou operátor̊u plat́ı

â |ψn〉 =
√
n |ψn−1〉 , (10)

â† |ψn〉 =
√
n+ 1 |ψn+1〉 . (11)

Použit́ım operátorové rovnosti [Ĥ, â] = −â zjist́ıme, že energetické spektrum je kvantové a jednotlivé hladiny
se lǐśı o 1:

[Ĥ, â] |ψn〉 = −â |ψn〉 (12)(
Ĥâ− âĤ

)
|ψn〉 = −â |ψn〉 (13)(

Ĥâ− âEn
)
|ψn〉 = −â |ψn〉 (14)

Ĥâ |ψn〉 = (En − 1) â |ψn〉 . (15)
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Dále požadavkem existence základńıho stavu, tj. stavu s nejnižš́ı energíı,

â |ψ0〉 = 0 , (16)

zjist́ıme, že energie n-tého stavu je dána

En = n+
1

2
. (17)

Pro nejnižśı stav totiž máme (a jak jsem viděli výše, hladiny jsou od sebe vzdálené o jedna)

â |ψ0〉 = 0 (18)

â†â |ψ0〉 = 0 (19)(
Ĥ − 1

2

)
|ψ0〉 = 0 (20)(

E0 −
1

2

)
|ψ0〉 = 0⇒ E0 =

1

2
. (21)

Výše uvedené rovnice (10) a (11) pro p̊usobeńı operátor̊u â a â† použijeme, abychom zjistili, jak vypadaj́ı
funkce tř́ı nejnižš́ıch hladin LHO v souřadnicové reprezentaci. Vyjdeme opět z požadavku na existenci základńıho
stavu |ψ0〉,

â |ψ0〉 = 0 , (22)

(čtěte jako ”nejnižš́ı stav už nelze sńıžit”). Dosazeńım za â a přechodem do souřadnicové reprezentace (tj. zleva
přenásob́ıme 〈x|) źıskáme jednoduchou diferenciálńı rovnici(

x+
d

dx

)
ψ0(x) = 0 , (23)

jej́ıž řešeńım je

ψ0(x) =
4

√
1

π
e−

x2

2 . (24)

(IV) Odvoďte tento výsledek pomoćı postupu popsaném v tomto odstavci. Jaká energie odpov́ıdá tomuto stavu?
Vyšš́ı, excitované, stavy źıskáme p̊usobeńım operátoru â†,

â† |ψn〉 =
√
n+ 1 |ψn+1〉 . (25)

(V) Ukažte, že pro prvńı a druhý excitovaný stav (uveďte také odpov́ıdaj́ıćı energie) źıskáme

ψ1(x) =
4

√
4

π
xe−

x2

2 , (26)

ψ2(x) =
4

√
1

4π
(2x2 − 1)e−

x2

2 . (27)

Nakreslete si, jak tyto funkce vypadaj́ı. (VI) Ověřte, že funkce ψ0(x), ψ1(x) a ψ2(x) jsou normalizované na
jedničku a že jsou navzájem (po dvoj́ıćıch) orthogonálńı, tj.

〈ψn|ψk〉 =

∫ +∞

−∞
ψ∗n(x)ψk(x)dx = δnk (28)

Vlastńı funkce ψn(x) LHO můžeme obecně zapsat ve tvaru

ψn(x) = AnHne
− x2

2 , (29)

kde Hn znač́ı Hermitovy polynomy (An je normalizačńı konstanta). Je (možná) zaj́ımavé, jak tyto vlnové funkce
vypadaj́ı pro vysoká n. Odpov́ıdaj́ıćı pravděpodobnost výskytu části se pak bĺıž́ı klasickému výsledku. Oproti
klasickému LHO však dostaneme nenulovou pravděpodobnost výskytu částice za hranićı potenciálu (podobně
jako minule částice mohla pronikat do bariéry).
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LHO: Pravděpodobnost výskytu v ”zakázané” oblasti

Uvažujme lineárńı harmonický oscilátor

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2 . (30)

Vlnová funkce základńıho stavu má v souřadnicové reprezentaci tvar

ψ(x) =
(α
π

)1/4
e−αx

2/2 , (31)

kde α = mω/~.
Při klasickém popisu plat́ı, že částici můžeme nalézt jen v oblasti E ≥ V (x). Při kvantovém popisu nám

však vyjde nenulová pravděpodobnost výskytu částice v oblasti E < V (x). Jakou pravděpodobnost źıskáme?

Nejprve se pod́ıvejme na LHO klasicky a spočteme si, jaká je maximálńı možná vzdálenost částice (v základńım
stavu) od rovnovážné polohy, kterou dovoluje klasická mechanika.

(I) Zkuste provést tento výpočet, než budete č́ıst dále. Mělo by vyj́ıt xmax = ±
√

~
mω .

Z pohledu klasické mechaniky je rovnovážná poloha v bodě x0 = 0 a částice se nemůže dostat do mı́sta
s větš́ı potenciálńı energíı, než je jej́ı vlastńı energie:

1

2
mω2x2max =

1

2
~ω ⇒ xmax = ±

√
~
mω

. (32)

Nyńı nám zbývá spoč́ıtat, s jakou pravděpodobnost́ı se v kvantovém světě může částice nacházet za touto
hranićı. Tj. chceme spoč́ıtat

P = 1− P (klasicka oblast) =

∫ −xmax

−∞
|ψ(x)|2dx+

∫ +∞

xmax

|ψ(x)|2dx . (33)

(II) Proveďte výpočet. Mělo by vyj́ıt přibližně 16 %.

Užitečný integrál:
∫ 1

0
e−x

2

dx ≈ 0, 16
√
π
2 .

Molekulové vibrace: dva oscilátory stejné frekvence

Molekuly se skládaj́ı z atomů spojených vazbami, kolem kterých vibruj́ı. Ve velmi dobrém přibĺıžeńı můžeme
tyto vibrace popsat jako harmonické, tj. pro každý z vibračńıch mód̊u použijeme model harmonického oscilátoru.
Uvažujme, že dvě vibrace v nějaké molekule maj́ı stejnou frekvenci a studujme tyto dvě vibrace. Hamiltonián
popisuj́ıćı náš systém má tedy tvar

Ĥ = Ĥ1 + Ĥ2 =
1

2

(
P̂ 2
1 + Q̂2

1

)
+

1

2

(
P̂ 2
2 + Q̂2

2

)
, (34)

kde P̂i, Q̂i jsou operátory hybnosti a souřadnice splňuj́ıćı výše vypsané komutačńı relace.
Definujme operátory N̂1 = â†1â1 a N̂2 = â†2â2. Jejich vlastńı stavy stavy a vlastńı č́ısla označ́ıme

N̂i |ni〉 = ni |ni〉 , (35)

kde i = 1, 2 a ni = 0, 1, 2, ... (I) Jaký je fyzikálńı význam těchto operátor̊u N̂i, jejich vlastńıch č́ısel ni a vlastńıch
stav̊u |ni〉?
(II) Vyjádřete Ĥ pomoćı operátor̊u N̂1 = â†1â1 a N̂2 = â†2â2 a napǐste výraz pro energii systému popsaného

hamiltoniánem Ĥ pomoćı n1, n2. Jsou tyto hladiny degenerované?
To, že hladiny jsou degenerované, poukazuje na to, že existuje nějaká symetrie v systému. Nyńı zavedeme

operátory

Ĵ0 =
1

2

(
â†2â2 − â

†
1â1

)
, (36)

Ĵ+ = â†2â1 , (37)

Ĵ− = â†1â2 . (38)

Jaká je možná fyzikálńı interpretace těchto operátor̊u? (III) Spoč́ıtejte komutátory těchto tř́ı operátor̊u s
hamiltoniánem Ĥ.
(IV) Spoč́ıtejte komutátory těchto tř́ı operátor̊u mezi sebou.
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Vlastńı stavy Ĥ označme |n1, n2〉 = |n1〉 |n2〉. (V) Jak p̊usob́ı Ĥ, Ĵ0, Ĵ+, Ĵ− na stavy |n1, n2〉?
Mı́sto stav̊u |n1, n2〉 můžeme zvolit jako naši bázi stavy |j,m〉 definované

Ĵ0 |j,m〉 = m |j,m〉 , (39)

Ĵ2 |j,m〉 = j (j + 1) |j,m〉 . (40)

(VI) Vyjádřete j, m pomoćı n1, n2 a energii E pomoćı j.

Povinné úlohy na př́ı̌stě

1. (1 b.) Ukažte, že pro prvńı a druhý excitovaný stav LHO (uveďte také odpov́ıdaj́ıćı energie) źıskáme

ψ1(x) =
4

√
4

π
xe−

x2

2 , (41)

ψ2(x) =
4

√
1

4π
(2x2 − 1)e−

x2

2 . (42)

Nakreslete si funkce ψ0(x), ψ1(x), ψ2(x).

2. (1 b.) Spoč́ıtejte komutátory
[
Ĵ0, Ĵ+

]
,
[
Ĵ0, Ĵ−

]
,
[
Ĵ+, Ĵ−

]
.

Bonusová úloha

Uvažujme potenciál zadaný

V (x) =
1

2
mω2x2 pro x < 0 (43)

V (x)→ +∞ pro x > 0 , (44)

tj. jen levou p̊ulku harmonického oscilátoru. Vyřešte Schrödingerovu rovnici pro tento potenciál, tj. najděte
energetické spektrum a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı funkce.
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