Cviceni UDKM 31. 3. 2022 (7. cviceni)

Témata:

e harmonicky oscilator

Linearni harmonicky oscilator

V klasické mechanice md Hamiltonidn linedrnitho harmonického osciladtoru tvar:

P 1
Ke kvantové mechanice prejdeme ostiiskovanim operatoru hybnosti p — p a soufadnice z — Z:
. 21 .
H= 2p—m + imw%z (2)
a zavedenim komutaéni relace o
(0] =i. (3)

Konstant v (2) se muzeme zbavit substituci & = Az a p = p/\. (I) Zjistéte, jak musime zvolit A, aby Hamiltonian
ziskal tvar

H . p? 22
== 4, 4
w 2 + 2 )
Déle ovéite, ze komutacni relace (3) zustane zachovédna, tj.
(2,9 =i. (5)
Jak vyfesit LHO? Hleddme energie E,, a odpovidajici vinové funkce [i)y,),

Mame dvé moznosti:
(a) Piejdeme do soufadnicové reprezentace, tj. nahradime p —= fia% a & — x, a vyreSime differencialni
rovnici. Nebo 1épe
(b) Vyftesime problém LHO zavedenim vhodnych operdtort a,a':
1 1
A A s At PN
a=—=(Z+1 o'=— (2 —1 7
ﬂ( p) \/5( p) (7)
kde T znaci hermitovské sdruzeni.
(IT) Ukazte, Ze hamiltonian LHO lze vyjadiit pomoci operdtorii a,a! jako

5 1
H:de+§. (8)

(IIT) Déle také ukazte, ze plati ndsledujici komuta¢ni relace
la,6") =1,[H,a) = —a,[H,a'] =al. (9)

Operétory @, a' maji vyznam snizovacich, resp. zvysovacich operatorti, podobné jako nam jiz zndmé spinové
operdtory S_ a Sy. Operdtor @ snizuje stav |t,) odpovidajici n-té hladiné na stav o jedna nizsi |1,—1), tj.
odpovidajici (n — 1) hladiné. Podobné operator a' zvysuje stav |t,,) odpovidajici n-té hladiné na stav o jedna
vyssi [¢na1), tj. odpovidajici (n + 1) hlading. Tedy operdtor a' zvysuje stupen excitace LHO, tj. ”piidava”
excitaci, a ho nazyvame kreacnim operatorem. Operator a naopak snizuje stupen excitace, tj. ”ubird” excitaci,
a nazyvame ho anihilaénim operatorem. Pro pusobeni téchto dvou operatoru plati

a |{¢)n> = \/ﬁ W)n71> ) (10)
al ) = Vn+ 1|tni1) - (11)
Pouzitim operatorové rovnosti [ﬁ , 4] = —a zjistime, Ze energetické spektrum je kvantové a jednotlivé hladiny

se lisf o 1:
[ [n) = —aliin)
(A afl) ) = ~alb)
(A~ aB,) [ba) = ~alwn)
Ha ) = (Bn —1



Daéle pozadavkem existence zakladniho stavu, tj. stavu s nejnizsi energif,

alo) =0, (16)
zjistime, Ze energie n-tého stavu je ddna
1

Pro nejnizs{ stav totiz mdme (a jak jsem vidéli vyse, hladiny jsou od sebe vzdélené o jedna)
alyo) =0 (18)
alalo) =0

(71 3) o) =0 (20)
(EO—;> \¢0>20:E0:%. (21)

Vyse uvedené rovnice (10) a (11) pro piisobeni operatori @ a ' pouzijeme, abychom zjistili, jak vypadaji

svvs

cvvs

prendsobime (z|) ziskdme jednoduchou diferencidln{ rovnici

(x + (i) o) =0, (23)

jejiz fesenim je
1 22
Yo(z) =/ —e 7. (24)
T
(Iv) Odvodte tento vysledek pomoci postupu popsaném v tomto odstavei. Jakd energie odpovidd tomuto stavu?
Vyssi, excitované, stavy ziskdme piisobenim operatoru a',

@' ) = V1) - (25)

(V) Ukazte, Ze pro prvni a druhy excitovany stav uvedte také odpovidajici energie) ziskdme

—~

P1(x) = \ %xe‘é, (26)
() = { 417T (202 — 1)e 5 . (27)

Nakreslete si, jak tyto funkce vypadaji. (VI) Ovéite, ze funkce vo(x), ©¥1(z) a ¥a(z) jsou normalizované na
jednicku a ze jsou navzdjem (po dvojicich) orthogonalni, tj.

+oo

(nlthr) = Un (@) r () da = b (28)

Vlastni funkce 1, (z) LHO muzeme obecné zapsat ve tvaru

2

2

Ynp(x) = ApHpe™ 7, (29)

kde H,, zna¢{ Hermitovy polynomy (A4,, je normaliza¢ni konstanta). Je (moznd) zajimavé, jak tyto vlnové funkce
vypadaji pro vysoka n. Odpovidajici pravdépodobnost vyskytu ¢asti se pak blizi klasickému vysledku. Oproti
klasickému LHO vsak dostaneme nenulovou pravdépodobnost vyskytu ¢dstice za hranici potencidlu (podobné
jako minule ¢astice mohla pronikat do bariéry).



LHO: Pravdépodobnost vyskytu v ”zakazané” oblasti

Uvazujme linedrni harmonicky oscilator

= % + imw i’z (30)
Vlnova funkce zdkladniho stavu mé v souradnicové reprezentaci tvar
1/4
o) = (2) et (31)
T

kde o = mw/h.
Pii klasickém popisu plati, ze ¢dstici muzeme nalézt jen v oblasti E > V(x). Pfi kvantovém popisu ndm
v8ak vyjde nenulové pravdépodobnost vyskytu ¢dstice v oblasti E < V(z). Jakou pravdépodobnost ziskdme?

Nejprve se podivejme na LHO klasicky a spocteme si, jakd je maximalni mozna vzddlenost ¢dstice (v zdkladnim
stavu) od rovnovazné polohy, kterou dovoluje klasickd mechanika.
A

mw’

(I) Zkuste provést tento vypocet, nez budete ¢ist dale. Mélo by vyjit Tmax = £

Z pohledu klasické mechaniky je rovnovézna poloha v bodé x¢p = 0 a Céstice se nemuze dostat do mista
s vetsi potencialni energii, nez je jeji vlastni energie:

1 55 1 h

—mw’x = —hw = Tpax = T\ —. 32

2 max 2 a mw ( )

Nyni nam zbyva spocitat, s jakou pravdépodobnosti se v kvantovém svété muze ¢dstice nachédzet za touto
hranici. Tj. chceme spocitat

—+oo

(@) Pda + / () [P (33)

Tmax

P =1 — P(klasicka oblast) = /
(IT) Provedte vypocet. Mélo by vyjit piiblizné 16 %.
Uzite¢ny integral: fol e’ dz ~ 0, 16@.

Molekulové vibrace: dva oscilatory stejné frekvence

Molekuly se sklddaji z atomu spojenych vazbami, kolem kterych vibruji. Ve velmi dobrém pfiblizeni muzeme
tyto vibrace popsat jako harmonické, tj. pro kazdy z vibra¢nich médu pouzijeme model harmonického oscilatoru.
Uvazujme, ze dvé vibrace v néjaké molekule maji stejnou frekvenci a studujme tyto dvé vibrace. Hamiltonian
popisujici nas systém ma tedy tvar

~ N ~ 1 ~ N 1 N N
H=H1+H2=§(PE+Q§)+§(P§+Q§), (34)

kde P;, Q; Jsou operdtory hybnosti a souradnice splilujici vyse vypsané komutacni relace.
Definujme operatory N; = &Idl a Ng = d;&g. Jejich vlastni stavy stavy a vlastni ¢isla oznacime

NZ' |nl> =N |’I’Ll> 5 (35)

kdei=1,2an; =0,1,2,... (I) Jaky je fyzikdlni vyznam téchto operdtoru N;, jejich vlastnich ¢isel n; a vlastnich
stavi |n;)?
(IT) Vyjadiete H pomoci operatoru Ny = &J{dl a Ny = d;dg a napiSte vyraz pro energii systému popsaného
hamiltonidnem H pomoci ny, ne. Jsou tyto hladiny degenerované?

To, ze hladiny jsou degenerované, poukazuje na to, ze existuje néjaka symetrie v systému. Nyni zavedeme
operatory

N .

Jo = B (agag — aJ{al) , (36)
Jy = alas (37)
J_=alay. (38)

Jakéd je moznd fyzikdlni interpretace téchto operdtoru? (III) Spocitejte komutdtory téchto tif operdtoru s
hamiltonidnem H.
(IV) Spocitejte komutdtory téchto tii operdtoru mezi sebou.



Vlastn{ stavy H oznacme |n1,ng) = |n1) [ng). (V) Jak pusobi H, Jo, Jy, J_ na stavy |ni,ng)?
Misto stavii |n1, ng) muzeme zvolit jako nasi béazi stavy |4, m) definované

j() |Jam> :m|J7m> )
J2|j.m) =G (G + 1) [5,m) .

(VI) Vyjédiete j, m pomoci ny, ny a energii E pomocf j.

Povinné ulohy na pristé

(39)
(40)

1. (1 b.) Ukaite, ze pro prvni a druhy excitovany stav LHO (uvedte také odpovidajici energie) ziskdme

o4 a2
— it 3
Y1 () —Te 7,
]. :E2
Po(x) = | E(M? —De 7.

Nakreslete si funkce 1o(x), ¥1(z), ¥2(x).

2. (1 b.) Spocitejte komutatory |:j0,j+], {JAO,JA, ,

_‘_Ko
‘Ko

Bonusova uloha

Uvazujme potencial zadany

1
V(z)= §mw2x2 pro z<0

V(z) = 40 pro z >0,

tj. jen levou pulku harmonického oscilatoru. Vyfeste Schrédingerovu rovnici pro tento potencidl, tj.

energetické spektrum a odpovidajici vlastni funkce.

(41)

(42)

najdéte



