Cviceni UDKM - reSeni
Témata:

e harmonicky oscilator

Linearni harmonicky oscilator

V klasické mechanice ma Hamiltonian linedrniho harmonického oscilatoru tvar:
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Ke kvantové mechanice (viz prednéska) prejdeme ostifskovdnim operdtort hybnosti p — p a soufadnice  — #:
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H= 2pim + §mw2i‘2 (2)
a zavedenim komutaéni relace .
[7,0] =i. (3)

Konstant v (2) se mizeme zbavit substituci z = Az a p= p/A. (I) Zjistéte, jak musime zvolit A, aby Hamiltonian
ziskal tvar
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Déle ovérte, ze komutacni relace (3) zustane zachovédna, tj.
(2,9 =i. (5)

(I) Dosazenim a porovndnim ziskdme A = /mw. Pro komutdtor vyjde (A je jen konstanta, tj. miuzZeme ji
vytknout dopredu)

Jak vyfesit LHO? Hleddme energie E,, a odpovidajic{ vinové funkce [¢y,),

Méme dvé moznosti:
(a) Prejdeme do soutradnicové reprezentace, tj. nahradime p —= —ia% a & — x, a vyresime differencidlni
rovnici. Nebo 1épe
(b) Vyftesime problém LHO zavedenim vhodnych operdtoru a,a':
. T, . N
a=—(&+1ip), al =
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kde T znaci hermitovské sdruzeni.
(IT) Ukazte, ze hamiltonian LHO lze vyjadFit pomoci operatort a,a' jako
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H:&Ta+§. (8)
(II) Z (7) ziskame inverzni vztahy
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a pro druhé mocniny téchto operdtori

i% = % (a'a' +a'a + aa' + aa)
p? = —— (ata" —a'a —aa' + aa)



Dosazenim do (4) a pouZitim [a,a'] = aa’ — a'a = 1 dostaneme

N 1 1
H=3 (a'a + aal) :aTa+§.
(IIT) Déle také ukazte, ze plati ndsledujici komutaéni relace
[a,af)=1,[H,a) = —a,[H,al] = at . (9)

(III) Prvni komutdtor ziskdime dosazenim za a', a z (7) a pouzitim (5)

a,a'l = Z iAiﬁ—iA
[a,a'] (+p),\@( D)
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Zbylé dva dokdzeme dosazenim za H podle (8) a pouzitim vyseho dokdzaného komutdtoru

,a] = {a*a+;,a] = [ala,a] = af [a,a] + [a,a] a = aT0—a = —a

f,a1] = [a*a+§,a*] = [aa,a1] = af [a,a'] + [af,a]a =al .

Tyto komutdtory lze také dokdzat vyjadrenim pres & a p. To je samoziejmé taky sprdvné, jen o néco pracnéjsi.

Operétory @, a' maji vyznam snizovacich, resp. zvysovacich operatorti, podobné jako nam jiz zndmé spinové
operatory S_ a S,. Operator a snizuje stav [p,) odpovidajici n-té hladiné na stav o jedna nizsf |¢b,_1), tj.
odpovidajici (n — 1) hladiné. Podobné operator a' zvysuje stav |t,,) odpovidajici n-té hladiné na stav o jedna
VySSt [tni1), tj. odpovidajici (n 4 1) hladiné. Tedy operator a zvysuje stupeii excitace LHO, tj. ”piidava”
excitaci, a ho nazyvame krea¢nim operdtorem. Operator a naopak snizuje stupen excitace, tj. "ubird” excitaci,
a nazyvame ho anihilaénim operatorem. Pro ptsobeni téchto dvou operatoru plati

a |7/}n> = \/ﬁwjn—ﬁ y (10)
a |gn) = Vn+1|¢n4) - (11)
Pouzitim operatorové rovnosti [ﬁ ,a] = —a zjistime, Ze energetické spektrum je kvantové a jednotlivé hladiny

se lisf o 1:
[, [¢n) = —a |tbn) 12
(A afl) ) = ~alb)
(fa—aB, ) ) = —alv.)
Halgn) = (By = 1) @) -

Daéle pozadavkem existence zakladniho stavu, tj. stavu s nejnizsi energii,
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&’l/)o = Oa (16)
zjistime, Ze energie n-tého stavu je déana
1
Pro nejnizsi stav totiz méme (a jak jsem vidéli vyse, hladiny jsou od sebe vzdélené o jedna)
i ftho) =0 (18)
il i) = 0 (19)
A~ 1
(#1-3) o) =0 (20)
1 1



Vyse uvedené rovnice (10) a (11) pro piisobeni operatorii @ a ' pouzijeme, abychom zjistili, jak vypadaji

svvs

cvvs

prendsobime (z|) ziskdme jednoduchou diferencidlni rovnici

d
all = 2
(x—i— dﬂj)z/m(x) 0, (23)
jejiz feSenim je
W1 a2
Yolw) = {—e % . (24)

(Iv) Odvodte tento vysledek pomoci postupu popsaném v tomto odstavci. Jaka energie odpovid4 tomuto stavu?
(1V) Vyresime separaci proménnych:

(o &)=

dvo(z) _ [ 4o
Po(z) / d

odkud
Yo(x) = Ne™ 7 .

Konstantu N urc¢ime z normalizace

-/ " Yole) volz)dx

= N2/ e dz
= N*V/r,
éili N = Yr, .

Odpovidagici energie je

Vyssi, excitované, stavy ziskdme ptisobenim operdtoru af,
al ) = Vn+ 1|tni1) - (25)

(V) Ukazte, e pro prvnf a druhy excitovany stav (uvedte také odpovidajici energie) ziskdme

di(@) = { %xe*%, (26)
Yo(x) = N %(2x2 — l)efé . (27)

(V) Podle (25), a' |¢n) = Vi + 1 |¢n11), mdme
% (x — di:) Un(z) = Vn + 1,11 ().

Cili pron =0



odkud derivovdnim ziskdme vinovou funkci proniho excitovaného stavu

Pi(x) = ﬁxewj .

Odpovidajici energie je Ey = 3/2. Podobné pron =1

% (x _ (f;) D1(2) = V3ta(2)

odkud derivovdnim a vydélenim faktorem /2 ziskdme vinovou funkci druhého excitovaného stavu

. 1 2 _a?
Po(x) = E(Q:c —1)e >
s energii By = 5/2.

Nakreslete si, jak tyto funkce vypadaji. (VI) Ovéite, ze funkece vo(x), 11 (x) a ¥o(x) jsou normalizované na
jednicku a Ze jsou navzdjem (po dvojicich) orthogondlni, tj.

+o0

(Un|Vr) = Uy () (z)dz = Ong (28)

(VI) Normalizace na jednicku:
(tho|tho) =1 wiz (IV),
(¥1]11) =1 dosazenim a vipoctem integrdlu,
(Ya]1ha) =1 dosazenim a vipoctem integrdlu.
Ortogonalita:
(o|th1) = 0 ze symetrie (integrdl liché funkce pres symetricky interval),
(o|th2) = 0 dosazenim a vypoctem integrdlu,
(V1)) = 0 ze symetrie.

Vlastni funkce 1, (z) LHO muzeme obecné zapsat ve tvaru
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Yn(x) = ApHpe 7, (29)

kde H,, zna¢i Hermitovy polynomy (A,, je normalizaéni konstanta). Je (moznd) zajimavé, jak tyto vlnové funkce
vypadaji pro vysoka n. Odpovidajici pravdépodobnost vyskytu ¢asti se pak blizi klasickému vysledku. Oproti
klasickému LHO vsak dostaneme nenulovou pravdépodobnost vyskytu ¢dstice za hranici potencidlu (podobné
jako minule ¢dstice mohla pronikat do bariéry).



