Cviceni UDKM 7. 4. 2022 (8. cviceni)

Témata:

e uvod do pfibliznych metod: poruchova metoda
e pouziti PM na harmonickém oscildtoru

Uvod do pribliznych metod: poruchovd metoda

V kvantové mechanice lze vytesit analyticky jen velmi mélo problému, proto se bézné pouzivaji ptiblizné metody.
Jednou z nich je tzv. poruchova metoda. Ta predpoklddd, Ze nas problém (popsany hamiltonidnem H ) se
lis{ od néjakého problému FIO, ktery umime vyfFesit pfesné (tzv. neporuseny problém; napt. LHO, potencidlova
jdma, atom vodiku), jen velmi malo o Y% (parametr 0 je velmi maly), a tedy feSenf lze rozepsat jako fadu v
néjakém parametru d:
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Nasim tkolem je pak pocitat jednotlivé ¢leny fad pro energii n-tého stavu FE, a piip. pro odpovidajici stav
[tn) (horni index znacf tzv. ¥4d poruchové metody). Trik je v tom, Ze i-tou opravu energie (a vlnové funkce)
si umime vyjadiit vzdy jen pomoci nizsich ¢lenti, pficemz nulty (= vychozi) odhad energie E(®) (resp. vIn.
funkce) umime ziskat presné. Poctivé odvozen{ poruchové metody uvidite na prednésce (nebo si muzete najit
v téméf libovolné knize o kvantové mechanice), zde se spokojime jen s ndznakem a vyslednymi vztahy. Resime,
jako obvykle, Schrédingerovu rovnici. Dosadime za hamiltonindn, energie a vlnovou funkci odpovidajici fady
uvedené vyse. Porovnanim ¢lenu pro jednotlivé mocniny naseho poruchového parametru (= fady poruchové
metody) pak ziskdme rovnice pro energii a vlnovou funkci, které vyfesime.

Poruchova metoda I: pro nedegenerované hladiny

Predpokladejme nejprve, n-td energetickd hladina neni degenerovand, tj. jedné energie odpovidd pravé jedna
vlnové funkce (piipadu degenerace se budeme vénovat déle). Porovndnim vyrazu pro jednotlivé mocniny ziskdme
pro prvni opravu energie (tj. ¢leny s &')
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a pro druhou opravu energie (tj. ¢leny s §2)

<n(0)| v k(°)> <k;(0)| v
k#n E”(LO) - E/(c())

B — n®)

n

()

Suma probihd pies v8echny vlastni stavy ‘k(0)> neporuseného hamiltonidnu Hy kromsé toho, n(o)>7 ke kterému

pocitame opravu.

1D harmonicky oscilator s poruchou

Pouziti poruchové metody si ukdzeme na pfipadé poruseného linedrniho harmonického oscilatoru. Uvazujme
problém
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Nasim cilem je spocitat opravu k energii zdkladniho stavu v prvnim a druhém fadu poruchové metody, tj. najit
EY a EP.

Zjevné v tomto piipadé vezmeme:

e neporuseny problém: linedrni harmonicky oscilator
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energie n-tého stavu |n) (=

,(ZO)>) je ddna vztahem (viz prvnf tkol)

1

Jelikoz nas zajimé oprava k zédkladnimu stavu, méame n = 0.

e porucha: ¢len §%

V=i (9)
Nyni dosadime do vyrazu pro Eél) a E(()Q). Za & dale dosadime operatory a, a' (viz prvni tikol, rovnice (??))
a nechdme tyto operdtory pusobit na dany stav LHO (rovnice (??) a (?7)). Nakonec vyuzijeme orthonormality

vlastnich staviu LHO, (n|k) = 0p.
V prvnim fadu dostaneme:
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Alternativné bychom mohli tento ¢len spocitat v soufadnicové reprezentaci:
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(I) Oveérte, ze dostaneme stejny vysledek.
V druhém fadu dostaneme:
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Ze souctu pres k zustane jen jeden piispivajici ¢len (ostatni vypadnou kvili orthogonalité vlastnich stavi LHO).
(Vypocet bychom mohli provést také napf. v soufadnicové reprezentaci, podobné jako vyse.)

Vidime tedy, ze prvni oprava k energii vymizi a uplatni se az druhy fdd poruchové metody. Pro energii
zakladniho stavu tedy ziskame
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Pokud tedy napt. § = 0,1, ziskdme Ey =~ 0, 495.
(IT) Na vés je nyni podobny vypocet, tj. prvni a druhd oprava energie zdkladniho stavu, provést pro LHO
s poruchou (a) 22 a (b) 2*. Hamiltonidny budou mit tvar
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Postup bude zcela analogicky tomu popsanému vyse: zjistime, jak ptisobi 2 (resp. %) na obecny stav LHO
|k) (rozepsanim na @ a a'), a nasledné dosadime do vyrazii pro E(()l) a E((,z) . Je potieba ale dat pozor na to, ze
operatory @ a a' spolu nekomutuji! Tedy napi. pro 22 ziskdme
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Vyéislete energii poruseného LHO do prvniho a druhého fadu poruchové pro hodnotu 6 = 0.01 a § = 0.1. (pro
oba pifpady).

Poruchova metoda pro degenerované hladiny

V tomto druhém piikladu se zaméfime na piipady degenerovanych hladin, tj. na pfipady, kdy nékolik stavi
naseho neporuseného hamiltonidnu mé stejnou energii a my hleddme opravy k jednomu z nich. V takovych
piipadech musime postupovat trochu jinak nez v ptripadé nedegenerovanych hladin. Tentokrat je vlnova funkce
n-té hladiny, n(0)>, v nultém Fadu linedrni kombinaci vSech stavi s touto energii, tj.

’n(0)> — Zai n50)> = Zai ‘i(0)> . (18)

Pro prvni fd4d misto rovnice (4) dostaneme soustavu linedrnich rovnic pro prvni opravu energie E,(Ll) a pro
prispévky jednotlivych stavu v nultém tadu, tj. koeficienty a;. Ziskdme tedy vlastni problém
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ktery resime pomoci determinantu. N zde znaci pocet stavi s energil E,SO) a pro jednoduchost jsme oznagili
Wi; = <i(0)’ 1% ’j(0)>. (Pozn.: Mdme tedy N rovnic a jednu rovnici pro normalizaci ), [a;|> = 1 pro celkem
N + 1 neznamych.) V pripadé, Ze hladina degenerovand neni, zistane ndm pouze prvni ¢len a ziskdme ndm

n©).
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Sprazené harmonické oscilatory
Nejjednodussim piikladem systému s degenerovanymi hladinami jsou dva spfazené harmonické oscilatory,
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Neporusenym problémem jsou zjevné linearni harmonické oscilatory popsané hamiltonidny
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a nasi poruchou je jejich interakce R
vV =a%p?. (22)



Tedy celkovy neporuseny hamiltonian H, je
(23)

Vlastn{ funkce tohoto celkového hamiltonidnu Hy uvazujeme jako souéin vlastnich funkef diléich LHO, tj.

i) = i), 13)y (24)

|i),, znaci i-tou hladinu prvniho LHO a [j), znacf j-tou hladinu druhého LHO. Pro pusobeni hamiltonidnu (23)
(a pozdgji také (22)) plati, Ze x-ové operdtory piisobf jen na stavy [i), a y-ové operdtory jen na stavy |j), (tj.
ucené feceno, Hy_, plisobi v prostoru stavi i), a Hy., v prostoru stavii 7))

(I) Jakd je energie systému, neinteraguji-li spolu tyto dva LHO? (Tj. zanedbdme ¢len V a fesime jen
neporuseny systém.) Mélo by vyjit E;; =i+ j + 1. Vidime tedy, ze kromé zakladniho stavu (tj. ¢ = j = 0) je
spektrum degenerované.

Uvazujme prvni excitovany stav s energii E; = 2 a spocitejme prvni korekci energie. Energetické hladiné
E, = 2 odpovidaji dva stavy: (a)i=1aj=0,tj. [10), nebo (b) i =0a j =1, tj. |01); musime tedy pouzit
degenerovanou poruchovou metodu. Dosazenim do (19) dostaneme:
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cviceni).
Vyfesenim této soustavy rovnic (pomoci determinantu, ktery pozadujeme roven nule) ziskdme jeden dvojndsobny
koten

y 3
EQ:E. (26)

V tomto piipadé tedy nedojde k rozstépeni hladin (tedy nedojde k sejmuti degenerace), obé hladiny se posunou
o stejnou hodnotu. Jejich energie bude

3
B~ E" 458" =2+ 20 (27)

(IIT) Zopakujte vyse popsany postup pro tiet{ excitovany stav, tj. spoctéte Eél). Meélo by vam vyjit, ze dojde k

Céstecnému sejmuti degenerace. Pro ¢tvrty excitovany stav by pak mélo vyjit dplné sejmuti degenerace. (Staci
Fesit jeden z téchto dvou piipadu.)

Povinné ulohy na pristé
1. (1 b.) Uréete prvnf a druhou opravu energie pro LHO s poruchou #2 (tj. tikol (IT))

2. (1 b.) Uvazujme 2D harmonicky oscilator s poruchou z,
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Vyjédfete nejprve obecné energii neporuseného oscilatoru. Poté spoctéte opravu k energii (v prvnim fadu
poruchové metody) pro prvni excitovany stav.

Bonusova uloha

Nastudujte si odvozeni prvniho a druhého Fddu poruchové metody, napt. z knihy doc. Zamastila (J. Zamastil a
J. Benda: Kvantovd mechanika a elektrodynamika, Karolinum 2016.) a odvodte vyraz pro treti fad poruchové
metody.

Kontrolni vysledek:
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