Cviceni UDKM 14. 4. 2022 (9. cviceni)

Témata:

e orbitalni moment hybnosti: vyjadieni ve sférickych soufadnicich, komutatory, kulové funkce
e pouziti poruchové metody

Orbitalni moment hybnosti

Pii feSen{ sféricky symetrickcyh problému v kvantové mechanice, jako jsou naptiklad atomy (anebo rotace di-
atomik, viz nize) se hojné setkdvdme s orbitdlnim momentem hybnosti a jeho vlastnimi funkcemi - tzv. kulovymi
funkcemi (anglicky spherical harmonics). Napiiklad ze znalosti komutédtoru orbitdlni momentu hybnosti a slozek
orbitaly (p, d,...) Pojdme se tedy na tento operator podivat trochu blize. Tato ¢ést cviceni bude spise technicka
nez fyzikdlné zajimava. Nicméné i technické pasaze je nutné absolvovat.

Piipomenme si nejprve sférické souradnice:

x=rsindcosp, (1)
y=rsindsing, (2)
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Cili obecné muzeme napsat pro soufadnici
T = TNy (4)
a pro slozky hybnosti
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Vyjédfeni slozek hybnosti p; (resp. parcidlnich derivaci podle x;) dostaneme rozepsénim derivaci a zinvertovanim
vztahu (1) — (3):
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(I) Provedte vypocet.
(IT) Snadno se taky muzeme presvédcit, ze
7Vt =0V =0. (14)
a
[TLZ',’I’LJ'] = 07 (15)
Vi, Vi =ni V] —n; Vi, (16)



(III) Pfi dalsich vypoctech se ndm bude hodit jesté znalost téchto komutdtoru (ziskdme je postupné jeden z
druhého)

0 o VI
|:axi,$j:| = |:n287“ + , ,T’?’Lj:| = 51‘3‘, (17)
[Ving] = 6ij — niny (18)
[Vi,n]=2 = Vin;=2. (19)
Orbitalni moment hybnosti je definovany .
L=7xp, (20)
neboli
L; = €417,pk - (21)
(IV) Snadno ukézeme, ze lze také vyjadiit
Li = _Z’gi‘jkxjaixk = —iaijknjVZ. (22)

Komutéator slozek momentu hybnosti ndm (pied)minule spadl z nebe. (V) Nyn{ si ho ale poctivé spocteme z
pouhého pozadavku kanonické komutaéni relace [z;, p;] = id;; (a vztahu z ni plynoucich, viz vyse):

[Li, L] = ieijeLi - (23)
(VI) Pro komutétor slozek momentu hybnosti a jeho kvadrétu dostaneme
[L;, L*] =0. (24)
(VII) Dale si ukdzeme, ze
L= — (V). (25)

(VIII) Na zédveér si jesté spocteme dva komutatory (préavé z nich lze odvodit vyrazy pro atomové orbitaly, jak
bylo zminéno v uvodu)

[Li, nj] = z‘sijknk 3 (26)
[2%,m] = 2(n; = V}) - (27)

Molekula HCI v elektrickém poli

Uvazujme molekulu chlorovodiku, HCI, jako dva hmotné body o hmotnostech my a mc) spojené pevnou vazbou
délky ro. Vibrace vazby HCI tedy zanedbame a budeme uvazovat pouze rotaci této molekuly.

Prii feSent tohoto problému dvou téles je vyhodné piejit do tézistové soustavy. Zavedeme souiadnice relativni
polohy 7r
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(IX) Odvodte vyse uvedené vztahy pro hybnosti. Napovéda, kudy se vydat:
61/)(xT,xR) - 6’(/) 6.13T 8¢ 8$R

= 34
8&61 8.’ET 8331 a(L'R 81'1 ( )
V laboratorni soustavé je hamiltonidn (soucet kinetické a potencidln{ energie) naseho systému
N - .-
Hy = 50—+ =S 4 U(|fu — Fail) + V(Fa, Far) ; (35)

o 2mH 2m01

prvni dva ¢leny popisuji kinetickou energii atomu vodiku, resp. chloru, tfeti ¢len, U, popisuje interakci mezi
témito atomy a étvrty ¢len, V', popisuje piipadnou dalsi interakci této molekuly s okolim (zde V' = 0). Do
hamiltonidanu dosadime za souradnice a hybnosti a ziskame tak
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kde jsme zavedli tzv. redukovanou hmotnost

MuMCl
== 37
K my + mci (387)

V tézistové soustavé polozime 7%'T =0aFEr = W = 0 (tj. odseparujeme pohyb tézisté); hamiltonidn
tedy ma tvar
2
2 p 2
Hy = 5%-+IJQTRD (38)

a my FeSime problém jedné céstice.

(X) Nejprve ukazte, ze rotujici molekulu HCl muzeme popsat hamiltonidnem

N 12
Hy = — 39
0 27 ) ( )
kde I je moment setrvacnosti definovany
I=prd (40)
al je moment hybnosti,
L=7xp. (41)

Vlastnimi stavy operdtoru L2 jsou kulové funkce Y, m(6,¢), v abstraktni notaci znacené |I,m), kde | =
0,1,2,...am=—I,—l+1,...,+1l — 1,+1. Operdtory L? a L, na né ptisobi

L’ l,m) = th(l +1)[l,m) , (42)
L. |l,m) = hm/|l,m) . (43)

(XI) Jaké jsou tedy vlastni stavy hamiltonidnu (39) a jakd je jejich energie? Jakd je multiplicita jednotlivych
stavii? Tj. kolikrdt je kazdy stav degenerovany? Je-li h?/2I = 1,3 1073 eV pro HCI, spoctéte energii tif

cv s

Molekula HC1 mé permanentni dipélovy moment D. Ten se projevi napt. pii vlozeni molekuly do vnéjsiho
elektrického pole E, kdy dojde k ¢dstecnému sejmuti degenerace hladin (viz otdzka (XI)), jak si zde ukdzeme.
Energie interakce elektrického dipdlu se vnéjsim elektrickym polem je dédna vyrazem

—

H =-D-E. (44)

Pro jednoduchost uvazujme, ze mdme homogenni elektrické pole E mific podél osy z. Celkovy hamiltonian
naseho systému je nyni

N . L2

H:H0+H1:§7DECOSQ, (45)
kde D = |D| a E = |E|.

Je-li vnéjsi elektrické pole slabé, muzeme pouzit poruchovou metodu pro urceni energie jednotlivych stavi
(viz minulé cviceni). Jako nds neporuseny hamiltonidn budeme uvazovat molekulu HCI bez vnéjsiho pole, tj. Hy
s energiemi F; = h%/(21)I(1+ 1) (viz (XI)) a vlastnimi stavy kulovymi funkcemi Y; ,,, a jako poruchu vezmeme
H.



Otéazkou je, zda pouzijeme poruchovou metodu pro degenerovany nebo nedegenerovany piipad. (O té prvnf

jsme si jesté nefikali.) Vzhledem k tomu, ze
[H,L.)=0 (46)

((XII) dokazte [H,L.] = 0), mizeme zvolit bézi tak, ze funkce budou vlastnimi stavy H a L, soucasné (viz
vlastnosti hermitovskych operdtorti) a hledat fesenf jedno pro vybrané m. Pro jedno vybrané m nejsou totiz
hladiny degenerované: pro dané m mdame stavy |l = m,m), |l =m+ 1,m), |l =m + 2,m),... které ale podle
vysledku z (XI) maji raznou energii. Muzeme tak pouzit nedegenerovanou poruchovou metodu.

Na minulém cviceni nam spadly z nebe vyrazy pro opravu prvniho a druhého fadu k energii pro nedegen-
erované hladiny:

EY = (0|7 |y, (47)
7<10>‘ f/‘ (0) (0)’ f/‘ (0)
E® =% S ¢’ZO)> <w’(“0) ) . (48)
k#n En 7Ek
V tomto pifkladu méme V = H; a ’1/}»20)> = |l,m).
Pro prvni fad dostaneme
BN =, m|Hy[l,m) = ... =0 (49)
(XIII) Ukazte, ze B} = 0.
Pro druhy rad dostaneme A A
l Hy |l U Hy|l
E®) = Z<»m| |V, m) (', m| Hy |l m) (50)

(0) (0)
U'#1 El’m - Elm
Musime tedy spocitat maticové elementy (I/,m|Hy [I,m) ~ (I',;m|cos@|l,m). Pro pusobeni cosf na kulové
funkce plati

U +m)(l—m) +m+1)(l—-—m+1)
cosf|l,m) = (2l_1)(21+1)|l—1,m>+\/ @I+ D2 +3) I+1,m) . (51)

Odtud tedy (kulové funkce jsou normované na jednicku a navzijem kolmé)

Utm)(=m)
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(20— 1)(20 +1) (204 1)(20 + 3)

Vidime tedy, ze ze sumy v (50) pfes vSechna [ zustanou pouze dva ¢leny: I’ = [ + 1. Dosazenim do (50) po

nékolika tipravach ziskdme
1 I(14+1) — 3m?

(2)
E DFE .
= (DE)” 211+ 1)(20 — 1)(20 + 3) (53)
(XIV) Ziskejte vysledek pro Ez(,zn)@-
Celkova energie do druhého fadu poruchové metody tedy je
2 2
(0) (2) h i I(l+1)—3m
E =~ E, E — 1 DE)”— . 4
+ U+ D+ OB e e - D@+ 3) (54)

Vidime, ze vlozenim molekuly HCI do vnéjsiho elektrického pole doslo k ¢astecnému sejmuti degenerace hladin.
Energie je nyni zdvisld na [ i m, zatimco pfedtim zdvisela pouze na I (viz (XI)). Nicméné vyraz pro energii
obsahuje m pouze ve élenu 3m?, ¢ili stavy |I,m) a |I, —m) majf stejnou energii; degenerace tedy ¢dsteéné ziistava.

Povinné ulohy na priste
1. (1 b.) Vyjadiete slozky hybnosti ve sférickych souradnicich - tj. kol (I).
2. (1 b.) Spoctéte komutatory [L;,n;] a [L?,n;] - tj. kol (VIII).



Bonusova dloha: Vazany stav ve vnéjsim elektrickém poli

Uvazujme zaporné nabitou ¢astici s nabojem —¢q, ¢ > 0, a hmotnosti m, ktera osciluje v harmonickém potencidlu
mw?i? (55)

tj. hamiltonidn naseho systému je

o — v A T
0= —+ (x)—%nLimwx. (56)

Prilozime vnéjsi homogenni elektrické pole £ ve sméru osy z, tj. novy hamiltonian mé tvar
A 1
=2 Zpu?a? - gei (57)

Ukolem je spocitat, jak se zméni energie zdkladniho stavu, a to jednak pfesné a jednak pouzitim poruchové

metody (do druhého tédu).
Népovéda: Pro presné reSeni se hodi provést doplnéni na ¢tverec a pak zvolit vhodnou substituci, ¢imz ziskame

znamy problém LHO.
202
Kontrolni vysledek: mélo by vyjit Eg = $hw — L5,




